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Resumen 

La Navegación Integrada es un tema de gran interés y actualidad. La estimación de los 

parámetros de navegación con tecnología de bajo costo constituye un problema 

ampliamente abordado por diversos centros de investigación y desarrollo. En este 

trabajo de diploma se aborda el diseño de un algoritmo de navegación integrada 

INS/GPS con Filtro Extendido de Kalman, para vehículos autónomos con sensores de 

bajo costo. Durante el desarrollo de la investigación se analizaron las ecuaciones de 

mecanización de un Sistema de Navegación Inercial en diferentes marcos de referencia, 

así como el funcionamiento del filtro de Kalman y su versión extendida para la corrección 

de errores en las mediciones de sensores inerciales. Las pruebas estadísticas 

permitieron la comprobación de la similitud entre los parámetros de navegación 

generados por el algoritmo con los parámetros obtenidos de experimentos reales. 

Palabras claves: navegación integrada INS/GPS, parámetros de navegación, sensores 

inerciales, Filtro de Kalman, algoritmo.  
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INTRODUCCIÓN 

 

Los vehículos autónomos han tenido un desarrollo vertiginoso en los últimos años. 

Países como EEUU y otros miembros de la OTAN marcan el ritmo de desarrollo, 

fundamentalmente para aplicaciones militares. Entre ellos se encuentran los vehículos 

autónomos subacuáticos (AUVs, del inglés Autonomous Underwater Vehicles). Estos 

son utilizados en aplicaciones civiles de índole científica, para el descubrimiento y 

estudio de los fondos y ecosistemas marinos, además de cumplir misiones específicas 

de alto riesgo para los seres humanos (Robles Carrasco 2015). 

En Cuba, la investigación en los AUVs ya exhibe resultados importantes. El Centro de 

Investigación y Desarrollo Naval (CIDNAV) desarrolló un prototipo de un vehículo 

subacuático, planteándose la tarea de incorporarle la capacidad de cumplir misiones de 

forma autónoma. A partir de esta necesidad, el Grupo de Automática, Robótica y 

Percepción (GARP) de la Universidad Central de Las Villas (UCLV) tiene la tarea de 

desarrollar un piloto automático capaz de cumplir con los siguientes requisitos 

(Laguardia y Sahli 2015): 

 Determinar con precisión la posición, velocidad, y orientación del vehículo. 

 Planificar y ejecutar las maniobras necesarias para moverse entre diferentes 

localizaciones. 

 Usar solo sensores de bajo costo, que son los accesibles para Cuba. 

A los parámetros de posición, velocidad y orientación de un vehículo se les denomina 

parámetros de navegación. Estos son determinados por un algoritmo de navegación, 

que se ejecuta en una computadora de navegación (Castillo, Gonzalo. 2012).  

Un sistema de navegación inercial (INS, del inglés Inertial Navigation System), se 

cataloga como un sistema de navegación a estima, es decir, no requiere de fuentes 

externas para su funcionamiento. Ha sido objeto de estudio en aplicaciones en los 

ámbitos comerciales y militares  (MacKenzie 1993; Llumiquinga Llumiquinga y Beltrán 

Sánchez 2016). Según  (Groves 2013), la principal ventaja de este tipo de navegación 

es la tasa de muestreo, menor a 30 ms; además, al usar sensores inerciales de 

tecnología MEMS (micro-electromechanical systems, sistemas micro-electromecánicos) 

su tamaño y precio son ideales en aplicaciones civiles de vehículos autónomos; sin 

embargo, la precisión de este tipo de navegación se degrada con el tiempo, debido a 

los errores acumulativos causados por la deriva en los sensores, el sesgo, el factor de 

escala, y las no linealidades  (Aggarwal 2010). 
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Los sensores inerciales de tecnología MEMS para la navegación, de carácter comercial. 

Son más accesibles y se caracterizan por ser poco fiables, ruidosos, imprecisos, de 

mala calidad, con altos niveles de sesgo, tanto dinámico como estático, que empeoran 

el cálculo de los parámetros de navegación en cuanto a la precisión de las mediciones. 

Construir soluciones de navegación con estos sensores implica un costo enorme en la 

estimación. Por otra parte, se encuentran los sensores de carácter táctico o estratégico, 

y se caracterizan por tener precios elevados, y la mayoría simplemente no está 

disponible en el mercado. 

El surgimiento de sistemas GNSS (Global Navigation Satellite Systems) como GPS y 

GLO-NASS permite la medición de la posición y velocidad del vehículo de forma 

absoluta. Sin embargo, este tipo de sistemas poseen una baja tasa de muestreo y una 

alta vulnerabilidad a interferencias externas, como las atmosféricas, los efectos de 

multipath o apantallamientos de la señal. Por otra parte, no tienen una respuesta 

adecuada a altas tasas de muestreo. Estas carencias son el principal motivo por la cual 

los sistemas GNSS no pueden ser utilizados exclusivamente en algunas aplicaciones 

como puede ser la aviación comercial (Force y Miller 2015). No obstante, más allá de 

las desventajas que estos sistemas presentan, cuentan con la gran ventaja de poseer 

un error acotado determinado a priori (Castillo, Gonzalo. 2012). 

Por lo antes expuesto, se considera que: 

 Los sensores inerciales de bajo costo son poco fiables, ruidosos, imprecisos, de 

mala calidad, con altos niveles de sesgo, tanto dinámico como estático, que 

empeoran el cálculo de los parámetros de navegación en cuanto a precisión y 

exactitud. 

 Los sensores inerciales de carácter táctico o estratégico tienen precios elevados 

para Cuba, y la mayoría no está disponible en el mercado. 

 El entorno operacional de los sistemas de navegación por satélite juega un papel 

importante en la calidad de las medidas obtenidas, debido a que se necesita 

mantener en línea de vistas al menos cuatro satélites. 

 Bajo condiciones adversas, existen dificultades en el seguimiento de los 

satélites, introduciendo errores de medida que puedan sesgar los parámetros 

estimados. 

 Los GNSS pueden ser interferidos por los países que los controlan 

interrumpiendo su disponibilidad o conociendo la ubicación del dispositivo que lo 

usa. 
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A partir de la situación problemática anterior se identificó como problema a resolver: 

¿Cómo estimar parámetros de navegación de un vehículo autónomo subacuático con 

sensores inerciales de bajo costo? 

Para dar solución al problema planteado se define como objetivo general: Implementar 

un algoritmo de navegación integrada INS/GPS que fusione información de sensores 

inerciales de bajo costo con referencia absoluta, mediante filtro de Kalman, para la 

estimación de los parámetros de navegación de un vehículo autónomo subacuático. 

Se plantearon los siguientes objetivos específicos: 

 Analizar los referentes teóricos sobre los algoritmos de mecanización de un 

INS, Navegación Integrada y Algoritmo de filtro de Kalman para estimación de 

parámetros de navegación. 

 Implementar un algoritmo de mecanización de un INS usando filtro de Kalman 

para su fusión con datos de GPS. 

 Validar el correcto funcionamiento del algoritmo. 

 

En consecuencia con lo anterior, se determinó como objeto de estudio: Los sistemas 

de navegación integrada INS/GPS, teniendo como campo de acción: La estimación 

de los parámetros de navegación para vehículos autónomos subacuáticos. 

Para dar cumplimiento a los objetivos planteados, se proponen realizar las siguientes 

tareas de investigación: 

 Análisis de los referentes teóricos sobre mecanización de un sistema de 

navegación inercial, navegación integrada y algoritmo de filtro de Kalman para 

estimación de parámetros de navegación. 

 Implementación de un algoritmo de mecanización de un INS. 

 Implementación de un filtro de Kalman para fusión de INS con datos de GPS. 

 Validación de la funcionalidad del algoritmo propuesto de navegación 

integrada. 

Para apoyar el desarrollo de la investigación se emplean los siguientes métodos 

científicos: 

Método Teórico: 

 Análisis-síntesis: permitió analizar individualmente los principales conceptos 

relacionados con el área de estudio a tratar, posibilitando un análisis de cada 

uno, para luego llevar a cabo el estudio de las relaciones que se establecen entre 

ellos. 
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 Enfoque- sistémico: permitió seguir la lógica interna de los algoritmos de 

navegación, los datos y los resultados de los cálculos en las pruebas de errores. 

 

Método Empírico:  

 Medición: permitió probar los resultados de la implementación del algoritmo de 

Navegación Integrada INS/GPS con Filtro Extendido de Kalman garantizando el 

correcto funcionamiento del mismo. 

 

Estructura del documento 

El presente documento está estructurado en tres capítulos, a continuación, se muestra 

una breve descripción de cada uno de ellos:  

CAPÍTULO 1: FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA. Contiene el marco teórico en el que se 

muestran las principales definiciones utilizadas en la investigación. Incluye un estudio 

del estado del arte de los principales algoritmos de navegación integrada INS/GPS 

existentes en la actualidad, con el objetivo de seleccionar los que se consideren que 

puedan contribuir a la solución del problema. 

 

CAPÍTULO 2: DISEÑO E IMPLEMENTACIÓN. Se realiza la implementación de un 

algoritmo de navegación inercial, un estimador de orientación, y la estrategia de fusión 

con datos de GPS, mediante Filtro Extendido de Kalman.  

 

CAPÍTULO 3: PRUEBAS. Se valida el funcionamiento del algoritmo de navegación 

integrada INS/GPS y se comparan los parámetros de navegación generados con datos 

registrados en experimentos realizados por el GARP. Se realizan pruebas estadísticas 

de comparación de medias. 
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CAPÍTULO 1: FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA 

 

Introducción 

El presente capítulo aborda las consideraciones teóricas fundamentales sobre la 

mecanización de un INS en diferentes marcos de navegación. Se precisan las 

regularidades de los sistemas de navegación integrada INS/GPS, para la estimación de 

los parámetros de navegación de un vehículo autónomo subacuático. Además, se 

describen los sensores inerciales de bajo costo y los sistemas de navegación por satélite 

permitiendo dar respuesta a la necesidad de la navegación integrada. 

1.1 Navegación Inercial 

 

El problema de la navegación consiste en conocer la posición de un vehículo en cada 

instante de tiempo. Antiguamente los movimientos por tierra se basaban en puntos de 

referencia conocidos, y para los movimientos en el mar no se podía perder de vista la 

costa. Existieron diferentes métodos para dar solución a la necesidad de conocer 

posiciones en la superficie, el más tradicional era la observación de los astros para 

obtener referencias espaciales. Los métodos antiguos carecen de precisión para 

aplicaciones de vehículos autónomos. (Titterton y Weston 2004) 

Con la llegada del siglo XX, aparecieron nuevos sistemas de posicionamiento. La 

principal fuerza de desarrollo provino de los intereses militares, que buscaban 

determinar la posición de sus unidades de ataque para guiarlas hacia sus objetivos. Por 

esta necesidad se desarrollaron métodos de navegación inercial. (Titterton y Weston 

2004) 

La navegación inercial se basa en la integración de aceleraciones registradas por 

acelerómetros y velocidades angulares registradas por giróscopos. Se sustenta en el 

principio de la cinemática que plantea que : “conocidos en un instante inicial la velocidad, 

la orientación y la posición de un móvil, así como los valores instantáneos presentes y 

futuros de su aceleración lineal y su velocidad angular relativas a un sistema de 

referencia dado, es posible calcular la posición, la velocidad y la orientación del vehículo 

en todo instante futuro” (España 2010). Considerando el planteamiento anterior se 

puede destacar que, la aceleración lineal y la velocidad angular de un cuerpo, pueden 

ser medidas sin información exterior al mismo.  

Las ecuaciones de navegación son las ecuaciones diferenciales de navegación 

transformadas de modo tal que sus funciones de entrada sean las magnitudes medidas 



13 
 

por instrumentos inerciales. (Rogers 2003). De esta definición, se deriva el concepto de 

mecanización de un sistema de navegación inercial, como la forma en que se expresan 

las ecuaciones de navegación en función del marco de referencia elegido, que será 

abordado posteriormente. 

Si 𝑃⃗ , 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝑅3 son la posición de un vehículo, la fuerza específica actuante sobre él y la 

aceleración gravitacional en función de su posición, respectivamente, por el principio de 

la mecánica clásica se obtiene la ecuación diferencial cuya solución determina la 

posición y la velocidad del móvil en instantes de tiempo posteriores. (Goldstein 1987) 

𝑉̇ = 𝑃̈ = 𝑔𝑔(𝑃) + 𝑓(𝑡)  

𝑃(𝑡0) = 𝑃0  

𝑉(𝑡0) = 𝑉0 

Donde  

- 𝑉̇ es la derivada de la velocidad,  

- 𝑃̈ es la derivada de segundo orden de la posición,   

- 𝑔𝑔(𝑃) es la aceleración de la gravedad en función de la posición, 

- 𝑓(𝑡) es la aceleración en el instante de tiempo (t). 

- 𝑃(𝑡0) = 𝑃0 es la posición inicial, 

-  𝑉(𝑡0) = 𝑉0 es la velocidad inicial. 

-   

1.1.1 Algoritmos de navegación inercial 

Los algoritmos de navegación inercial se sustentan en la segunda ley de Newton. Es el 

encargado de obtener posición (latitud, longitud, altura), velocidad y orientación (alabeo, 

cabeceo, rumbo) de un cuerpo en un marco de referencia utilizando las ecuaciones 

cinemáticas de navegación.  

Los algoritmos de navegación se desarrollan según el marco de referencia elegido. A 

continuación, se describen los principales marcos de referencia y se describen las 

ecuaciones de navegación en cada uno de ellos. 

 

1.1.2 Marcos de referencia 

En la navegación, se utilizan como marcos de referencia a los sistemas de coordenadas, 

que no son más que un conjunto de vectores y números que no tienen sentido si no 

están relacionarlos con una referencia conocida. A menos que se indique lo contrario, 
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estos sistemas son ortogonales, dextrógiros y cartesianos (Groves 2013). Únicamente 

difieren en el origen, la orientación relativa de sus ejes y el movimiento relativo entre sus 

planos. (Rogers 2003) 

1.1.3 Marco de referencia inercial ECI  

 

Este marco de referencia tiene su origen en el centro de masa de la Tierra y se supone 

que no rota respecto al espacio inercial. Se puede afirmar que esto no es del todo cierto, 

porque la Tierra se traslada alrededor del Sol y además rota respecto a su eje, pero se 

tomará este sistema como inercial. Los ejes del sistema ECI están fijados en las 

estrellas. El eje Z coincide con el eje polar y el plano perpendicular al eje Z coincide con 

el Ecuador. El eje X e Y no rotan con la tierra, apuntando X directamente al equinoccio 

vernal (Robles Carrasco 2015). El sistema de coordenadas inercial solo tiene interés 

teórico porque es en el único marco en que se cumplen las leyes de Newton 

exactamente como fueron planteadas. (Liu et al. 2015) 

 

1.1.4 Algoritmo de navegación inercial respecto al marco ECI 

En este caso el sistema de referencia es inercial y las ecuaciones de Newton proveen 

directamente las ecuaciones cinemáticas que determinan la evolución de las 

coordenadas 𝑃⃗ 𝒊 de la posición de un móvil: 

𝑚𝑃̈𝑖 = 𝑚𝑔𝑔
𝑖 + 𝐹𝑖 

Siendo m la masa del móvil, 𝑚𝑔𝑔
𝑖  la fuerza gravitacional en coordenadas inerciales y 

𝐹𝒊 la fuerza no gravitacional o inercial resultante actuando sobre el vehículo. 

Introduciendo en la definición de la fuerza específica: 𝑓𝑖 = 𝐹𝑖/𝑚 , resulta la ecuación 

fundamental de la navegación inercial en coordenadas inerciales: 

𝑃̈𝑖 = 𝑔𝑔
𝑖 + 𝐶𝑏

𝑖𝑓𝑏 

Puesto que la fuerza específica efectivamente medida por los acelerómetros a bordo 

del vehículo es 𝑓𝑏 y no 𝑓𝑖, es necesario disponer de una matriz ortonormal que 

garantice el cambio del marco del cuerpo al marco inercial, conocida como matriz de 

cosenos directores 𝐶𝑏
𝑖  que será abordada en epígrafes posteriores. Agrupando la 

ecuación cinemática, la evolución de 𝐶𝑏
𝑖  y la ecuación de la velocidad: 𝑉⃗ 𝑖 = 𝑃⃗ ̇𝑖 se 

obtiene el sistema de ecuaciones de navegación en coordenadas inerciales: 
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𝑃̇𝑖 = 𝑉⃗ 𝑖; 𝑃⃗ 𝑖(0) = 𝑃⃗ 0
𝑖

𝑉̇𝑖 = 𝑔𝑔
𝑖 (𝑃⃗ 𝑖) + 𝐶𝑏

𝑖𝑓𝑏; 𝑉⃗ 𝑖(0) = 𝑉⃗ 0
𝑖

𝐶̇𝑏
𝑖 = 𝐶𝑏

𝑖𝑆(𝜔⃗⃗ 𝑖𝑏
𝑏 ); 𝐶𝑏

𝑖 (0) = 𝐶𝑏,0
𝑖

 

 

Donde los vectores velocidad angular y fuerza específica respecto al sistema 

inercial, 𝜔⃗⃗ 𝑖
𝑏 y 𝑓 𝑏 medidos por los sensores, son las funciones forzantes del sistema y 

𝑃⃗ 0, 𝑉⃗ 0
𝑖, 𝐶𝑏,0

𝑖  la posición, la velocidad y la orientación iniciales. 

En la siguiente figura se resume la mecanización de las ecuaciones de navegación en 

coordenadas ECI. 

 

Figura 1: Esquema de mecanización en el marco inercial. Fuente: (Titterton y Weston 2004)  

Utilizando las ecuaciones anteriormente planteadas, el algoritmo de navegación inercial 

se puede describir de la siguiente manera: 

1- Se obtienen las mediciones de los sensores inerciales. 

2- Se obtiene la orientación mediante la integral de la velocidad angular en el marco 

inercial. 

3- Se genera la matriz de cosenos directores para convertir del marco del cuerpo 

al marco inercial. 

4- Se convierte la aceleración del marco del cuerpo al marco inercial. 

5- Se suma a la aceleración la corrección de la gravedad. 

6- Se integra la aceleración y se obtiene el vector de velocidad (vx, vy, vz). 

7- Se integra la velocidad y se obtiene el vector de posición (latitud, longitud, altura). 
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1.1.5 Marco de referencia de la Tierra ECEF 

También se le conoce como sistema de coordenadas geocéntrico. Tiene su origen en el 

centro de masa de la Tierra y sus ejes rotan con ella. El eje Z se dirige directamente al 

norte a lo largo del eje polar. Los ejes X e Y están en el plano ecuatorial con X dirigido 

hacia el meridiano de Greenwich (0º latitud, 0º longitud) y el eje Y 90º hacia el Este 

(Rogers 2003).  

 

 

Figura 2: Descripción del marco de navegación ECEF marco de La Tierra Fuente: (Titterton y Weston 

2004)  

 

1.1.6 Algoritmo de navegación inercial respecto al marco ECEF 

Derivando dos veces respecto al tiempo la relación: 𝑃⃗ 𝑖 = 𝐶𝑒
𝑖𝑃⃗ 𝑒 y tomando 𝜔𝑖𝑒

𝑖 = 𝛺𝑖𝑒
𝑒

 

como constante de la velocidad de rotación de la Tierra. 

En (Castillo, Gonzalo. 2012) se tratan rigurosamente las derivaciones para obtener las 

ecuaciones que caracterizan el estado de navegación en coordenadas ECEF: 

𝑃̇𝑒 = 𝑉𝑒 𝑃𝑒(0) = 𝑃0
𝑒

𝑉̇𝑒 = 𝐶𝑏
𝑒𝑓𝑏 + 𝑔𝑒(𝛺𝑒

𝑒 , 𝑃𝑒) − 2 (𝛺𝑒
𝑒 × 𝑉𝑒) 𝑉𝑒(0) = 𝑉0

𝑒

𝐶̇𝑏
𝑒 = 𝐶𝑏

𝑒𝑆(𝜔𝑖𝑏
𝑏 ) − 𝑆 (𝛺𝑒

𝑒)𝐶𝑏
𝑒 𝐶𝑏

𝑒(0) = 𝐶𝑏,0
𝑒

 

Donde el término −2 (𝛺𝑒
𝑒 × 𝑉𝑒) se denomina aceleración de Coriolis en honor a su 

descubridor. 

 



17 
 

A continuación, se muestra la mecanización de las ecuaciones de navegación en 

coordenadas ECEF. (Titterton y Weston 2004)  

 

 

Figura 3: Esquema de mecanización en el marco ECEF. Fuente:  (Titterton y Weston 2004) 

Utilizando las ecuaciones anteriormente planteadas, los pasos para el algoritmo de 

navegación inercial se puede describir de la siguiente manera: 

1- Se obtienen las mediciones de los sensores inerciales. 

2- Se obtiene la orientación (alabeo, cabeceo, rumbo) mediante la integral de la 

velocidad angular en el marco de La Tierra. 

3- Se genera una matriz de cosenos directores para convertir del marco del cuerpo 

al marco de La Tierra y otra para convertir los ángulos del marco de la Tierra al 

marco del cuerpo. 

4- Se convierte la aceleración del marco del cuerpo al marco de la Tierra. 

5- Se suma a la aceleración la corrección de gravedad (𝑔𝑒(𝛺𝑒
𝑒 , 𝑃𝑒)) y se integra 

para obtener el vector de velocidad en un instante inicial. 

6- Se le suma a la aceleración la corrección de gravedad (𝑔𝑒(𝛺𝑒
𝑒 , 𝑃𝑒)) y se le resta 

la aceleración de Coriolis ( 2 (𝛺𝑒
𝑒 × 𝑉𝑒)). 

7- Se integra la aceleración corregida y se obtiene el vector de velocidad (vx, vy, vz). 

8- Se integra la velocidad y se obtiene el vector de posición (latitud, longitud, altura). 

 

1.1.7 Marco de referencia de Navegación 

El marco de referencia de Navegación tiene su origen en la localización del sistema 

inercial. Es un sistema local con sus ejes X Y en el plano tangente al punto de la Tierra 
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donde está el origen. El eje X apunta al norte, el eje Y al Este, y el eje Z hacia abajo, 

aunque debe ser especificado. También se le conoce como NED (North, East, Down) 

ya que sus ejes apuntan a estas direcciones. Otra posible configuración sería con el eje 

X apuntando al este, el eje Y apuntando al norte y el eje Z apuntando hacia arriba, 

también conocido como ENU (East, North, Up). El mismo que presenta dificultades 

cuando se acerca a latitudes cercanas a los polos. (Groves 2013) 

 

Figura 4: Esquema de coordenadas de navegación NED Fuente:  (Titterton y Weston 2004) 

 

1.1.8 Algoritmo de navegación inercial respecto al marco de navegación 

Debido a los errores en los sensores, las medidas de los sensores deben ser 

compensadas. En el caso de los giróscopos para corregir la deriva de las medidas 

angulares respecto al espacio inercial, utilizando 𝜔𝑖𝑏
𝑏 = 𝜔̃𝑖𝑏

𝑏 − 𝑑𝑖𝑏
𝑏  siendo 𝜔̃𝑖𝑏

𝑏  la salida de 

los giróscopos y 𝑑𝑖𝑏
𝑏  su deriva. 

Corregidas las velocidades angulares, se utilizan para calcular la matriz de 

transformación entre los marcos del vehículo y el de navegación 𝐶𝑏
𝑛, necesaria para 

transformar las medidas de los acelerómetros(𝑓𝑏). También deberán corregirse para 

eliminar el sesgo de los acelerómetros (𝑏𝑏) 
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𝑓𝑏 = 𝑓𝑏 − 𝑏𝑏  

Aquí, 𝑓𝑏 además de la aceleración del vehículo, contiene: 

1) G (r), la aceleración gravitacional provocada por el campo gravitacional terrestre 

y está en función de la posición; 

2) Ω𝑖𝑒Ω𝑖𝑒𝑟 , la aceleración centrífuga y Ω𝑖𝑒𝑣, la aceleración Coriolis, ambas 

provocadas por la rotación terrestre. Como sólo interesa la aceleración del 

vehículo, el resto de aceleraciones deben eliminarse. Una vez obtenidas las 

aceleraciones lineales, se integran para obtener la velocidad y la posición en el 

marco de interés. La figura representa el procedimiento general para obtener la 

solución inercial, y matemáticamente se representa por medio de las ecuaciones.  

 

 

Figura 5: Esquema de mecanización en el marco de navegación. Fuente:  (González y Rubio 2004) 

 

[
𝑟̇𝑛

𝑣̇𝑛

𝑅̇𝑏
𝑛
] = [

𝑀𝑣𝑛

𝐶𝑏
𝑛𝑓𝑏 + (Ω𝑛𝑒

𝑛 − 2Ω𝑖𝑒
𝑛 )𝑣𝑛 + 𝑔𝑛

𝐶𝑏
𝑛Ω𝑛𝑏

𝑏
] 

 

Donde 𝒓𝒏 = [𝜙 𝜆 ℎ]𝑇 es el vector posición, 𝒗𝒏 = [𝑉𝑁𝑉𝐸𝑉𝐷]𝑇 es el vector velocidad y 𝑔𝑛 

representa el vector de gravedad local. La matriz M está definida por la siguiente 

ecuación:  
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𝑀 =

[
 
 
 
 

1

𝑅𝜙 + ℎ
0 0

0
1

(𝑅𝜆 + ℎ)cos  (𝜙)
0

0 0 −1]
 
 
 
 

 

 y la ecuación que define Ω𝑛𝑏
𝑏 es: 

Ω𝑛𝑏
𝑏 = Ω𝑖𝑏

𝑏 𝐶𝑏
𝑛 (Ω𝑖𝑒

𝑛 + Ω𝑛𝑒
𝑛 ) siendo R∅ y Rλ los radios terrestres en la latitud y longitud dadas.  

(González y Rubio 2004) 

Utilizando las ecuaciones anteriormente planteadas, los pasos del algoritmo de 

navegación inercial se pueden describir de la siguiente manera: 

1- Se obtienen las mediciones de los sensores inerciales. 

2- Se corrigen los datos en bruto de los sensores restándole las perturbaciones. 

3- Se integra la velocidad angular y se obtiene la matriz de transformación del 

marco de navegación al marco del cuerpo. 

4- Se obtiene la orientación (alabeo, cabeceo, rumbo) mediante la integral de la 

velocidad angular en el marco de la Tierra. 

5- Se genera una matriz de cosenos directores para convertir del marco del cuerpo 

al marco de navegación. 

6- Se convierte la aceleración del marco del cuerpo al marco de navegación. 

7- Se suma a la aceleración la corrección de la gravedad (𝑔𝑒(𝛺𝑒
𝑒 , 𝑃𝑒)) y se suma la 

aceleración de Coriolis ( 2 (𝛺𝑒
𝑛 × 𝑉𝑒)). 

8- Se integra la aceleración corregida y se obtiene la velocidad en los tres ejes (vx, 

vy, vz). 

9- Se integra la velocidad y se obtiene la posición (latitud, longitud, altura). 

 

1.1.9 Marco de referencia del cuerpo  

Este sistema de coordenadas tiene su origen en el centro de masa del vehículo. Se 

utiliza en plataformas con los sensores fijos en el vehículo, y sus ejes se mueven con 

él. (Rogers 2003) 

 

Figura 6: Representación del marco de referencia del cuerpo.   (Titterton y Weston 2004) 
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1.1.10 Formas de representación de la orientación del vehículo 

Uno de los objetivos principales de la navegación es conocer en todo instante la 

orientación del vehículo respecto a un marco de referencia dado  (Wu et al. 2015). Para 

describir y caracterizar matemáticamente la orientación relativa entre marcos de 

referencia se utilizan diversas formas denominadas parametrizaciones, cuyos valores 

numéricos son actualizados permanentemente por los algoritmos de navegación. Las 

parametrizaciones más utilizadas para determinar la orientación de un cuerpo son: 

 Matriz de Cosenos Directores.  

 Ángulos de Euler.  

 Cuaterniones. 

Ángulos de Euler y matriz de cosenos directores  

Los ángulos de Euler constituyen la forma más intuitiva de expresar la orientación de un 

vehículo. Se llaman alabeo (roll), cabeceo (pitch) y rumbo (yaw). Se refieren a la rotación 

sobre cada eje del marco de referencia. Se expresan en radianes o grados (Yanzapanta 

y David 2016).  

En la figura se muestran los ángulos de Euler usados para describir la orientación de un 

objeto en tres dimensiones. 

 

Figura 7: Ángulos de alabeo (θ), cabeceo (φ) y rumbo (ψ) 

La matriz de cosenos directores tiene su base teórica en el álgebra lineal. Es una matriz 

cuadrada, ortonormal, que sirve para transformar un vector expresado en un marco de 

referencia, en otro marco específico, mediante la multiplicación habitual de matrices. 

Cada elemento de la matriz es una función trigonométrica de uno o varios ángulos de 
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Euler. En el campo de la navegación, tiene su origen en la composición de rotaciones 

de un marco de referencia a otro. 

Cualquier matriz de cosenos directores C debe cumplir con la condición: 

𝐶𝑖
𝑇𝐶𝑗 = {

0, 𝑖 ≠ 𝑗
1, 𝑖 = 𝑗

 

A partir de las Matrices de Cosenos Directores se pueden obtener los Ángulos de Euler 

calculando (Shin y El-Sheimy 2003): 

𝑟𝑜𝑙𝑙: 𝜑 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2(𝐶32, 𝐶11) 

𝑝𝑖𝑡𝑐ℎ: 𝜃 =  −𝑡𝑎𝑛−1 (
𝐶31

√1 − 𝐶31
2

) 

𝑦𝑎𝑤: 𝜓 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2(𝐶21, 𝐶11) 

Cuaterniones 

Un cuaternión está compuesto por cuatro parámetros 

 𝑞 =  (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) ∈ ℝ4  

Se puede expresar como un número hipercomplejo porque está compuesto por una 

componente real 𝑞0, y tres componentes imaginarios, 𝑞1, 𝑞2 𝑦 𝑞3, como sigue: (Guerrero-

Castellanos et al. 2013)  

𝑞 = 𝑞0 + 𝑖𝑞1 + 𝑗𝑞2 + 𝑘𝑞3 

La orientación de cualquier cuerpo rígido puede ser representada por medio de 

cuaterniones. Es la forma de representación más abstracta de la orientación, en cambio, 

es la más eficiente en términos numéricos, dado que las operaciones sobre cuaterniones 

son algebraicas, tal como ocurre con los números complejos, y se evita el cálculo de 

funciones trigonométricas. 

Debe cumplir la condición de normalidad: ||q|| = 1. (Alpay et al. 2015)  

A continuación se muestran las características principales de los cuaterniones descritas 

por (Alpay et al. 2015). 

  Ofrecen una parametrización muy eficaz de la orientación debido que sólo 

tienen un parámetro redundante.  

 Importantes ventajas computacionales.  

 No presentan singularidades para ningún valor de sus parámetros que deba 

resolverse con información suplementaria.  
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Como desventaja se puede observar cierta dificultad para interpretar geométricamente 

el sentido de sus parámetros. 

1.1.11 Estimador de orientación 

En la navegación la medición precisa de la orientación con respecto a un sistema de 

referencia inercial es una necesidad primordial, ya que esta auxilia al piloto para 

mantener el vuelo, así como a su navegación, sistema conocido como horizonte artificial; 

en el caso de los vehículos tripulados. Para el caso de los vehículos autónomos se debe 

de conocer la orientación a cada instante, para que el control pueda computar las 

señales que se enviarán a los actuadores con el fin de mantener una orientación 

deseada (Wu et al. 2015)  

Un estimador de orientación o AHRS por sus siglas en inglés (Attitude and Heading 

Reference System), es un sistema cuya función principal es estimar la orientación de un 

de un vehículo con respecto a un sistema de referencia inercial.  

Los AHRS generalmente están compuestos por dos clases de sensores: sensores 

inerciales (acelerómetros y giróscopos) y sensores magnéticos (magnetómetros), 

midiendo aceleración lineal, velocidad angular e intensidad del campo magnético 

respectivamente. Los sensores son de tres ejes cada uno y se encuentran dispuestos 

de manera ortogonal, de tal forma que los ejes sensibles de los sensores coinciden con 

los ejes de rotación del vehículo donde es colocado. (2) Los sistemas AHRS no solo 

limitan su uso a vehículos aéreos, sino también pueden ser empleados en vehículos 

terrestres, acuáticos, submarinos y espaciales; de hecho pueden ser usados sobre 

cualquier cuerpo rígido en el que se desee conocer su orientación, por esta razón se 

comienza a trabajar con estos sistemas en otras áreas como la robótica, biomecánica, 

realidad virtual y videojuegos. (Guerrero-Castellanos et al. 2013) 

Se han reportado varios trabajos que han propuesto soluciones para estimar orientación 

para vehículos autónomos. 

El autor de este trabajo asumió la implementación de (Watson 2013) por utilizar 

expresamente las mediciones inerciales en presencia de magnetómetros, y por ser una 

solución robusta para la estimación de los ángulos de Euler, mediante cuaterniones.  

 

1.1.12 Descripción de los sensores inerciales 

Los dispositivos que miden velocidad, aceleración, o velocidad angular de un cuerpo 

con respecto a características en el ambiente no son considerados sensores inerciales 
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(Groves 2013). Muchos tipos de acelerómetros y giróscopos miden la fuerza específica 

y la velocidad angular respectivamente, a lo largo de un solo eje.  

Todos estos sensores inerciales han tenido un progreso significativo en los últimos 

tiempos ya que cada vez son más utilizados en los sistemas de navegación para 

vehículos autónomos. Ellos pueden ser agrupados en tres categorías por precio: 

estratégicos, tácticos y comerciales (Groves 2013). A continuación, se brinda una 

descripción de los sensores por categorías. 

- Los INS con sensores inerciales de categoría estratégica pueden costar más de 

un millón USD y ofrecer una solución de navegación con un error menor de 1.8 

km en un día (Groves 2013).  

- Los que poseen la categoría táctica experimentan un error máximo de posición 

horizontal de 1.5 km en la primera hora de operación, estos son usados en 

aerolíneas comerciales y en aeronaves militares a nivel mundial, y poseen un 

costo de alrededor de 100000 USD con una dimensión estándar de 

178×178×249 mm (Groves 2013).  

- Los sensores con categoría comercial, pueden ser usados para proporcionar una 

solución de navegación inercial independiente, útil solamente durante varios 

minutos. Sin embargo, se puede obtener una solución de navegación con 

exactitud a largo plazo, integrando estos dispositivos con sistemas de 

posicionamiento, tal como GPS (Global Position System). Estos sistemas tienen 

un costo típico entre 5,000 y 20,000.  (Groves 2013) y poseen como principal 

deficiencia la alta tasa de sesgos, derivas y factor escala en las mediciones. 

 

1.1.13 Consideraciones sobre los sistemas de navegación inercial 

Tomando como referencia a  (España 2010) relacionamos las ventajas y desventajas 

reconocidas por este autor en un sistema de navegación.  

Ventajas: 

 Producen información de los parámetros de navegación a muy alta tasa 

de muestreo. 

 Sus medidas son no interferibles y no requieren de estaciones o puntos 

de referencia externos. 

 Utiliza información accesible en todo instante y en todo punto (sobre y fuera 

del planeta) con calidad independiente del medio donde se mueva el vehículo. 
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Desventajas  

 Necesita conocer la orientación y la posición iniciales del vehículo. 

 La adquisición del rumbo inicial requiere la inmovilidad del vehículo durante el 

proceso llamado de “girocompás”, que puede durar algunos minutos, y de 

giróscopos de resolución suficiente como para medir la velocidad angular de 

la Tierra (15º/hr). 

 Los errores de medida en los instrumentos inerciales y en los parámetros 

de navegación iniciales inducen errores que crecen polinomialmente con el 

tiempo.  

 Requieren de la actualización periódica de los parámetros de navegación 

con mediciones absolutas.  

 

1.2 Sistema de Posicionamiento Global (GPS) 

El sistema de posicionamiento global (GPS) es un sistema de transferencia de tiempo y 

radio posicionamiento basado en espacio, el cuál fue originalmente desarrollado como 

el sistema de posicionamiento de las fuerzas militares en 1973 (GPS Navstar).  

El GPS se descompone en tres segmentos básicos (Pozo-Ruz et al. 2000):  

- Segmento espacio: Es de responsabilidad militar y está formado por 24 satélites 

con una órbita de 26560 Km de radio y un periodo de 12 h.  

- Segmento control: Es de responsabilidad militar y está formado por cinco 

estaciones monitoras encargadas de mantener en órbita los satélites y 

supervisar su correcto funcionamiento, tres antenas terrestres que envían a los 

satélites las señales que deben transmitir y una estación experta de supervisión 

de todas las operaciones. 

- Segmento usuario: Formado por las antenas y los receptores situados en tierra. 

Los receptores, a partir de los mensajes que provienen de cada satélite visible, 

calculan distancias y proporcionan una estimación de posición y tiempo. 

El GPS provee información de posición tridimensional, velocidad y tiempo (PVT) a un 

usuario en cualquier lugar (Tierra, mar, aire y espacio) del planeta en cualquier 

momento. Las determinaciones de la posición son basadas en mediciones de tiempo de 

tránsito de señales de radio de por lo menos 4 satélites. Normalmente el GPS contiene 

características las cuales limitan la exactitud completa de los servicios solamente a 
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usuarios autorizados y tiene protección de engaños (imitaciones hostiles). (BAUTISTA 

2002). 

Existen otros dos sistemas de navegación global por satélite. El Sistema de navegación 

global por satélite europeo Galileo, que encuentra aún en fase experimental y el ruso 

GLONASS que, a pesar de estar funcionando con sus 24 satélites en órbita, necesita 

de la interoperabilidad con el GPS para alcanzar cobertura global.  

Se asume el sistema de posicionamiento global GPS como medida referencia absoluta, 

porque es el más difundido y el que tiene alcance global. Además, es compatible con la 

tecnología utilizada en la investigación. 

  

1.2.1 Funcionamiento del GPS  

El cálculo de la posición depende básicamente de dos parámetros que son la posición 

del satélite y el reloj del mismo. Dicha información es recogida en la señal enviada por 

el satélite hasta el receptor, siendo el proceso de cálculo el siguiente (3): 

1. La situación de los satélites es conocida por el receptor con base en las efemérides, 

parámetros que son transmitidos por los propios satélites. 

2. El receptor GPS mide su distancia de los satélites, y usa esa información para 

calcular su posición. Esta distancia se mide calculando el tiempo que la señal tarda en 

llegar al receptor. Conocido ese tiempo y basándose en el hecho de que la señal viaja 

a la velocidad de la luz (salvo algunas correcciones que se aplican), se puede calcular 

la distancia entre el receptor y el satélite.  

3. Cada satélite indica que el receptor se encuentra en un punto en la superficie de la 

esfera con centro en el propio satélite y de radio la distancia total hasta el receptor.  

4. Son necesarios al menos cuatro satélites para obtener la posición, con tres 

satélites somos capaces de calcular la posición en tres dimensiones, mientras que 

el cuarto nos permite eliminar los errores de sincronismo.  

1.2.2 Fuentes de error del GPS 

La información procedente de cada satélite que viaja en una señal puede verse afectada 

por distintas fuentes de error:  

 Efectos atmosféricos 

 Efectos multitrayecto  

 Errores de efemérides y reloj  

 Errores debidos a la relatividad  
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 Disponibilidad selectiva  

Estos errores que degradan la precisión del servicio, por lo que han hecho que surjan 

sistemas de mejora para obtener mayores prestaciones. 

1.3 Sistemas de navegación Integrada 

Se conoce como sistemas de navegación integrada a la fusión de los datos de diferentes 

fuentes, tanto sensores inerciales como fuentes externas, con el objetivo de aprovechar 

las ventajas de cada uno para complementarlas con las desventajas del otro. La fusión 

se realiza con el propósito de mejorar la calidad de la estimación, aumentar la 

disponibilidad y continuidad de los datos, y dar una mayor robustez al sistema de 

navegación. (Quan et al. 2015) 

Algunas estrategias de sistemas de navegación integrada que pueden encontrarse, 

pueden estar constituidas por los siguientes sensores:  

 Instrumentos inerciales, GPS.  

 Instrumentos inerciales, magnetómetro, GPS. 

 Instrumentos inerciales, GPS, sensores solares.  

 Instrumentos inerciales y baro-altímetro. 

 Instrumentos inerciales y sonares.  

 Instrumentos inerciales y Cámaras. 

La manera adecuada de resolver el problema de fusión de datos de la navegación 

integrada es la estimación no lineal de sistemas dinámicos haciendo uso de técnicas de 

observación y estimación de estados; sin embargo, debido a la complejidad del diseño 

de este tipo de sistemas, tradicionalmente se ha recurrido a extensiones del filtro de 

Kalman. (Díaz 2010) 

A continuación, se presenta un diagrama de un sistema de navegación integrada. 
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Figura 8: Esquema de un Sistema de Navegación Integrada.  (Díaz 2010) 

 

En la figura anterior se presenta un esquema de un sistema de navegación integrada, 

donde se dividen los elementos en dos conjuntos, hardware y software. La investigación 

se enfocó en la parte del software. Los elementos del software son los algoritmos, los 

modelos de los sensores inerciales y externos, el modelo de extrapolación, donde 

también se resuelven las ecuaciones de cinemática del vehículo, y finalmente un filtro 

de fusión de datos que se utiliza para fusionar la información provista tanto por los 

sensores inerciales como los externos.  (Díaz 2010) 

Para una mejor comprensión de la figura anterior, se describen las variables usadas. 

 𝑋 (𝑡) es el vector de estado de la dinámica del vehículo, variables de navegación 

o los errores de los sensores. 

 𝑦̃ (𝑡𝑘) es la medición provista por los sensores externos en el instante 𝑡𝑘. 

 𝑚 (𝑡) es la magnitud inercial vectorial que va a ser medida por los sensores 

inerciales resultando 𝑚̃ (𝑡). 

 𝑚̂ (𝑡) es la expresión del modelo matemático de la medición que será utilizado 

junto al modelo de extrapolación y el filtro de fusión de datos para estimar el 

vector de estados 𝑋 (𝑡). 

 𝑦̂ (𝑡𝑘) es la salida del bloque del modelo de extrapolación que será comparada 

con la medición de los sensores externos 𝑦̃ (𝑡𝑘), obteniéndose 𝛿𝑦 (𝑡𝑘). 

 𝛿𝑦(𝑡𝑘) es la entrada del filtro de fusión de datos. 

𝛿𝑋(𝑡𝑘) y 𝛿𝑝𝑖(𝑡𝑘) son errores en las variables de navegación y los parámetros del error 

de medición respectivamente, estos valores son la salida del filtro de Kalman que serán 
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utilizados para corregir el modelo de los sensores inerciales y el modelo de 

extrapolación, cerrando así el lazo de realimentación. 

1.4 Filtro de Kalman 

El Filtro de Kalman es un conjunto de ecuaciones matemáticas para implementar un tipo 

de estimador Predictor-Corrector es óptimo en el sentido de minimizar la covarianza del 

error de estimación bajo el cumplimiento de ciertas condiciones (4), (Hartikainen, Solin 

y Särkkä 2011). Sus aplicaciones más inmediatas han sido para el manejo de los 

sistemas dinámicos, como los procesos industriales continuos, y para la navegación 

inercial. (Ribeiro 2004) 

Para estas aplicaciones, no siempre es posible o deseable medir cada variable que se 

quiere controlar, y el filtro de Kalman provee un medio para inferir la información perdida 

de las medidas indirectas y ruidosas (Grewal y Andrews 2001).  

Aborda el problema general de tratar de estimar el estado 𝑥𝜖ℝ𝑛 de un proceso de tiempo 

discreto que está gobernado por una ecuación diferencial lineal. A continuación, se 

presentan las ecuaciones del proceso y la ecuación de medida: 

 

{
𝑥𝑘 = 𝐴𝑘𝑥𝑘−1 + 𝐵𝑘𝑢𝑘 + 𝑤𝑘−1

𝑧𝑘 = 𝐻𝑘𝑥𝑘 + 𝑣𝑘
 

 

Donde: 

𝒙𝒌 es la variable de estado del proceso que se desea estimar. 

𝑧𝜖ℝ𝑛 es la variable de estado de observación o medición. 

𝑢𝑘 es la función forzante del proceso. 

𝐴𝑘 , 𝐵𝑘  𝑦 𝐻𝑘 son las matrices que definen la dinámica del sistema. 

𝑤𝑘 representa el ruido del proceso (ruido blanco). 

𝑣𝑘 representa el ruido de observación o medición (ruido blanco). 

𝑝 (𝑤) ∼ 𝑁 (0, 𝑄) distribución de probabilidad normal del ruido del proceso. 

𝑝 (𝑣) ∼ 𝑁 (0, 𝑅) distribución de probabilidad normal del ruido de medición. 

𝑄𝑘 matriz de covarianza del ruido de proceso. 

𝑅𝑘 matriz de covarianza del ruido de medición. 

Y se asumen las siguientes condiciones. 
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𝐸[𝑥0] = 𝑥0: Condición inicial de 𝑥𝑘, 

𝐸[𝑥0, 𝑤𝑘] = 0∀𝑘 independencia, 

𝐸[𝑥0, 𝑣𝑘] = 0∀𝑘 independencia, 

𝐸[𝑤𝑘, 𝑣𝑗] = 0∀𝑘 independencia entre los ruidos de proceso y de medición, 

𝐸[𝑥0, 𝑥0] = 𝑃∀𝑘 Condición inicial de 𝑃. (Grewal y Andrews 2001) 

 

1.4.1 Algoritmo de filtro de Kalman 

El algoritmo de filtro de Kalman, se implementa de manera recursiva mediante dos tipos 

de ecuaciones, el primer tipo se denomina “Predicción” y el segundo tipo “Actualización”. 

Las ecuaciones de predicción son responsables de la estimación hacia delante en el 

tiempo del vector de estado actual, y la matriz de covarianza del error de estimación 

para obtener sus estimaciones a priori, antes de las observaciones. Las ecuaciones de 

actualización de mediciones son responsables de la realimentación incorporando las 

nuevas mediciones, las observaciones, en las estimaciones a priori para obtener una 

estimación a posteriori mejorada.  (Grewal y Andrews 2001) 

Con condiciones iniciales 𝑥0, 𝑃0. 

Ecuaciones de Predicción 

Para la estimación del estado hacia delante se utiliza la ecuación: 

 𝑥𝑘̅ = 𝐴𝑥𝑘̅−1 + 𝐵𝑢𝑘  

estimando la covarianza del error hacia delante: 

𝑃𝑘̅ = 𝐴𝑃𝑘−1𝐴
𝑇 + 𝑄 

Ecuaciones de Actualización  

Se toma una medición 𝑧𝑘 del instante k, luego se calcula la ganancia de Kalman 𝐾𝑘 

mediante la ecuación 

𝐾𝑘 = 𝑃𝑘
−𝐻𝑇 (𝐻𝑃𝑘

−𝐻𝑇 + 𝑅)−1 

Posteriormente se hace la estimación de los estados 𝑥𝑘 y se actualiza con la medición 

𝑧𝑘 

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘
− + 𝐾𝑘 (𝑧𝑘 − 𝐻𝑥𝑘

−) 

y se actualiza la matriz de covarianza del error 𝑃𝑘  

𝑃𝑘 = (𝐼 − 𝐾𝑘𝐻)𝑃𝑘
− 
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1.4.2 Filtro Extendido de Kalman  

El filtro de Kalman resuelve el problema de estimar el vector de estado de un proceso 

discreto regido por ecuaciones lineales estocásticas en diferencia. En el caso que el 

algoritmo esté definido por ecuaciones no lineales se puede recurrir al filtro de Kalman 

Extendido, este es el resultado obtenido cuando el Filtro de Kalman linealiza las 

estimaciones respecto a la media y a la covarianza del estado actual. (Fujii 2013) 

 

1.4.3 Algoritmo de Filtro Extendido de Kalman  

Básicamente el funcionamiento del Filtro de Kalman Extendido es el mismo que el Filtro 

de Kalman lineal. A continuación, se presentan las ecuaciones de actualización del 

mismo, donde se ha reemplazado 𝑥𝑘̅ = 𝑥̃𝑘 para seguir con la nomenclatura usada en el 

Filtro de Kalman. 

Con condiciones iniciales 𝑥0, 𝑃0. 

Ecuaciones de Predicción 

Para la proyección del estado hacia delante se utiliza la ecuación: 

 𝑥𝑘̅ = 𝑓 (𝑥𝑘−1, 𝑢𝑘 , 0)  

Proyectando la covarianza del error hacia delante: 

𝑃𝑘̅ = 𝐴𝑘𝑃𝑘−1𝐴𝑘
𝑇 + 𝑊𝑘𝑄𝑘−1𝑊𝑘

𝑇 

Ecuaciones de Actualización  

Cálculo de la ganancia de Kalman 

𝐾𝑘 = 𝑃𝑘
−𝐻𝑇 (𝐻𝑘𝑃𝑘

−𝐻𝑘
𝑇 + 𝑉𝑘𝑅𝑘𝑉𝑘

𝑇)−1 

Actualización de los estados con la medición 𝑧𝑘 

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘
− + 𝐾𝑘 (𝑧𝑘 − ℎ(𝑥𝑘

−, 0)) 

y se actualiza la matriz de covarianza del error 𝑃𝑘  

𝑃𝑘 = (𝐼 − 𝐾𝑘𝐻𝑘)𝑃𝑘
− 

Una característica importante del Filtro de Kalman Extendido es que el Jacobiano 𝐻𝑘 en 

la ecuación de la ganancia de Kalman 𝐾𝑘 sirve para corregir la propagación o destacar 

solamente las componentes relevantes de información de medición. En el caso de no 

existir un mapeo uno a uno entre las mediciones 𝑧𝑘 y el vector de estado 𝑥𝑘, el Jacobiano 

afecta la ganancia de Kalman de manera de destacar solo la porción de la innovación 

𝑧𝑘 − ℎ(𝑥𝑘
−, 0) que no afecta al vector de estado a estimar. En el caso que para todas las 
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mediciones no hay un mapeo uno a uno entre las mediciones 𝑧𝑘 y el vector de estado 

𝑥𝑘 través de ℎ, como es de esperarse el filtro diverge rápidamente por tratarse un 

proceso no observable (Benzerrouk 2014) 

Los errores estimados en los parámetros de navegación pueden ser realimentados a la 

mecanización, mediante el método de regeneración (feedback), o añadidos a la salida, 

mediante el método hacia delante (feedforward). En el método hacia delante 

(feedforward) el sistema inercial funciona como si no tuviese ayuda, o sea, no tiene 

conocimiento del filtro o de los datos externos (Maybeck 1994). En este la mecanización 

puede experimentar un crecimiento del error sin límites, lo que provoca infinitas 

observaciones del error entregadas al filtro de Kalman. Esto causa un problema al filtro 

lineal, ya que solo se permiten pequeños errores debido al proceso de linealización 

(Sukkarieh et al. 2000). Por lo tanto, el método de regeneración (feedback) es óptimo 

para sistemas de navegación inercial de bajo costo. 

 

1.5 Principales resultados obtenidos en investigaciones precedentes 

La Navegación Integrada INS/GPS ha sido objeto de estudio para numerosos centros 

de investigación, debido al auge que han tomado los vehículos autónomos y a su 

inevitable revolución tecnológica. A continuación, se mencionan las principales 

investigaciones que fueron útiles en el estudio de estado de arte de la investigación. 

En 2001, Eun-Hwuan Shin publica su tesis de maestría titulada “Accuracy Improvement 

of Low Cost INS/GPS for Land Applications” donde plantea un filtro extendido de 

Kalman, del cual se tomó parte de la estrategia para la fusión INS/GPS. También cabe 

destacar publicaciones como el libro “Fundamentos de la Navegación Integrada” 

publicado en 2010 por Martín España, miembro de la Asociación Argentina de Control 

Automático. Esta publicación permitió la comprensión del funcionamiento de los 

sistemas de navegación integrada. Poniendo en práctica los conocimientos del libro 

anteriormente planteado y tutorado por el autor del mismo, en 2012 Gonzalo Castillo 

presenta su tesis de maestría titulada “Navegación Integrada INS-GPS: Aplicación a un 

SAR aerotransportado”, permitiendo en la investigación la comprensión de la 

mecanización clásica de un sistema de navegación inercial. En 2013 el Lic. Andrés 

Mauricio Castro Pescador publicó su tesis de maestría titulada: “Fusión sensórica 

INS/GPS para navegación en plataformas móviles.” donde explica los marcos de 

referencia, sus ventajas y desventajas y el desarrollo de los algoritmos de mecanización 

del INS en cada uno de ellos. En mayo del mismo año Matthew Watson publica un 
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artículo titulado “The Design and Implementation of a Robust AHRS for Integration into 

a Quadrotor Platform” del que se implementó el estimador de orientación.  

En 2014 Roberto Quesada Navarro publica su trabajo de diploma titulado 

“Acondicionamiento de las mediciones de sensores inerciales de bajo costo con fines 

de navegación”; y Alain Sebastián Martínez Laguardia publica su tesis doctoral titulada 

“Model aided Inertial Navigation for AUV”. Ambas publicaciones abordan dentro del 

contenido de la investigación, los sistemas de navegación integrada, enfocándose en 

los sensores inerciales de bajo costo. 

A partir de las investigaciones anteriores se tomaron sus fundamentos teóricos y 

prácticos para la realización de la presente investigación. 

 

1.6 Herramientas y Tecnologías utilizadas en la implementación del algoritmo 

1.6.1 Herramientas 

MATLAB 

Se utiliza MATLAB (abreviatura de MATrix LABoratory, "laboratorio de matrices") 

porque es una herramienta de software matemático que ofrece un entorno de desarrollo 

integrado (IDE) con un lenguaje de programación propio (lenguaje M). Está disponible 

para las plataformas Unix, Windows, Mac OS X y GNU/Linux. Entre sus prestaciones 

básicas se encuentran la manipulación de matrices, la representación de datos y 

funciones, la implementación de algoritmos. (5). es por esta razón que MATLAB cumple 

con todos los requisitos necesarios para la implementación de cualquier algoritmo. 

Además, MATLAB cuenta con disimiles funciones implementadas, con énfasis en las 

funciones estadísticas, que serán utilizadas para la validación. Al tener los datos 

generados por el algoritmo, con la función anteriormente mencionada se le pueden 

realizar pruebas estadísticas de comparación de medias de dos poblaciones, utilizando 

para esto datos reales tomados de experimentos realizados. 

 

1.6.2 Tecnologías 

Lenguaje M 

M es el lenguaje de programación propio de MATLAB. Este es interpretado, y puede 

ejecutarse tanto en el entorno interactivo, como a través de un archivo de script (archivos 

*.m). Permite operaciones de vectores, matrices y funciones. 
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1.7 Conclusiones del capítulo 

En este capítulo se realizó un estudio de los fundamentos teóricos sobre los sistemas 

de navegación inercial para su utilización en el estudio de los fondos marinos. 

A través del análisis realizado se pudo evidenciar que: 

 Los sistemas de navegación inercial han sido objeto de estudio y aplicación por 

los países de gran desarrollo económico, estos fundamentalmente con fines 

militares; también América Latina ha desarrollado en menor escala estudios y 

aplicaciones de este tipo, en Cuba se han realizado investigaciones en torno al 

desarrollo de los algoritmos de navegación, fundamentalmente en la Universidad 

Central de Las Villas, y el Centro de Investigación y Desarrollo Naval. 

 Existen varios marcos de referencia para expresar las ecuaciones de 

navegación, y los algoritmos de navegación. En la actualidad es una tendencia 

implementar los algoritmos en el marco de navegación. 

 Se caracterizaron los principales conceptos de navegación integrada, 

mecanización de un INS, filtro de Kalman y sistemas de navegación por satélite 

para estimación de parámetros de navegación.  
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CAPITULO 2: DISEÑO E IMPLEMENTACIÓN DE LA PROPUESTA DE SOLUCIÓN 

 

Introducción 

En este capítulo se presenta la implementación del algoritmo de navegación integrada 

INS/GPS con filtro extendido de Kalman, para la obtención de parámetros de 

navegación con sensores inerciales de bajo costo. 

 

2.1 Presentación de solución 

Para dar solución al problema de la investigación se implementa un algoritmo de 

navegación integrada INS/GPS con filtro extendido de Kalman, utilizando una estrategia 

de realimentación directa. Se utilizan dos fuentes de datos, una es el GPS y la otra es 

la mecanización del INS con sensores de bajo costo. Las mediciones obtenidas son 

procesadas por el filtro de Kalman y realimentan a la mecanización. Se utiliza dicho 

método porque es óptimo para sistemas de navegación inercial de bajo costo (Sukkarieh 

et al. 2000).  

 

Figura 9: Esquema del método de fusión INS/GPS. Fuente: elaboración propia. 

 

2.2 Propuesta de algoritmo de mecanización del INS para la solución del 

problema 

En el Capítulo 1 se explicaron las mecanizaciones de sistemas de navegación inercial 

en diferentes marcos de referencia, se decidió utilizar la del marco de navegación 

propuesta por (González y Rubio 2004) realizando cambios en la manera de tratar la 

orientación. Se sustituye la integración de las velocidades angulares del giróscopo por 
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un estimador de orientación, por sus siglas en inglés (AHRS) propuesto por  (Watson 

2013) para una mejor estimación de los ángulos. A continuación, se muestra el esquema 

que describe la mecanización propuesta. 

 

 

Figura 10: Mecanización de la propuesta de solución. Fuente: elaboración propia. 

 

Como se muestra en la figura 10, el estimador de los parámetros de orientación genera, 

entre otros valores, la matriz de cosenos directores para convertir del marco del cuerpo, 

al marco de navegación, la aceleración brindada por el sensor. Luego a este valor se le 

suma la corrección de la gravedad, y la aceleración de Coriolis para integrarlo y obtener 

la velocidad, y volver a hacer lo mismo para obtener la posición, que será expresada en 

latitud, longitud y altura. Por otro lado, el estimador de orientación recibe el valor de 

aceleración angular brindado por el giróscopo, y devuelve los ángulos de orientación 

(Roll, Pitch, y Yaw).  

 

2.2.1 Descripción del algoritmo de mecanización del INS 

Entradas del algoritmo: 

 Aceleración en X, Y, Z expresada en (m/s2). 

 Velocidad Angular en X, Y, Z expresada en (rad/s). 

 Magnetómetros en X, Y, Z. 
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Salidas: 

 Latitud expresada en (grados). 

 Longitud expresada en (grados). 

 Altura expresada en (metros). 

 Velocidad en X, Y, Z expresada en (m/s). 

 Ángulo de alabeo (grados). 

 Ángulo de cabeceo (grados). 

 Ángulo de rumbo (grados). 

  

1: Obtener las mediciones de los sensores inerciales. 

2: Realizar el filtrado de los datos de los sensores inerciales. 

Para cada medición, Hacer 

 3: Calcular la orientación mediante el Estimador de Orientación y Rumbo (AHRS).  

 4: Transformar las aceleraciones del marco del cuerpo al marco de navegación.   

 5: Integrar las aceleraciones para obtener velocidad en X, Y, Z.   

 6: Integrar las velocidades para obtener la posición en Latitud, Longitud y Altura. 

 7: Ejecutar el filtro extendido de Kalman para corregir el error. 

 8: Realimentar el INS con el error de posición y de velocidad.  

Fin 

 

2.3 Descripción del estimador de Orientación y Rumbo (AHRS) 

Para estimar la orientación, en términos de ángulos de Euler, se utilizó un estimador 

independiente debido a la naturaleza ruidosa de las mediciones de los giróscopos. 

Integrar directamente la velocidad angular dificulta la obtención de la orientación. 

Realizando un filtrado de las mediciones, donde se utilizan las matrices diagonales que 

representan la varianza del ruido esperado en el estado de predicción esperado y la 

medición del vector z. Para la implementación se definieron como: 
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𝑄 =

[
 
 
 
 
 
0.1
0
0
0
0
0

 

0
0.1
0
0
0
0

 

0
0

0.1
0
0
0

 

0
0
0

0.0004
0
0

 

0
0
0
0

0.0004
0

 

0
0
0
0
0

0.0004]
 
 
 
 
 

 𝑅 =

[
 
 
 
 
 
0.0004

0
0
0
0
0

 

0
0.0004

0
0
0
0

 

0
0

0.0004
0
0
0

 

0
0
0

0.1
0
0

 

0
0
0
0

0.1
0

 

0
0
0
0
0

0.1]
 
 
 
 
 

  

 

Aplicando el proceso gaussiano y la medición del ruido con covarianzas 𝑄𝑘 y 𝑅𝑘 se 

define que 

𝒙𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘−1, 𝒖) + 𝑁(0, 𝑄𝑘) 

𝒛 = ℎ(𝒙𝑘) + 𝑁 (0, 𝑅𝑘)  

Las variables del vector de estado usado se traducen en el cuaternión de la estimación 

de orientación y tres componentes del sesgo del giróscopo, como se muestra a 

continuación. 

𝑥 = [𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3 𝜔𝑥𝑏 𝜔𝑦𝑏 𝜔𝑧𝑏]
𝑇 

En esta implementación, el modelo de predicción representa una función que describe 

la próxima estimación de orientación en términos de la anterior estimada y el vector de 

proporción angular del giróscopo. El próximo cuaternión se halla simplemente a través 

de integración numérica usando 

 

𝑞𝑘 = 𝑞𝑘−1 + 𝑑𝑡 ∗ 𝑞̇𝑘 

 

Donde 

𝑞̇𝜔(𝑞, 𝜔) =
1

2
[

−𝑞1 −𝑞2 −𝑞3

𝑞0  𝑞3  −𝑞2

−𝑞3 𝑞0  𝑞1

𝑞2  −𝑞1  𝑞0

] [

𝜔𝑥 − 𝜔𝑥𝑏

𝜔𝑦 − 𝜔𝑦𝑏

𝜔𝑧 − 𝜔𝑧𝑏

] 

 

Los componentes del sesgo del giróscopo no se alteran durante la etapa de predicción. 

Esto permite que 𝑓 se construya como: 
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𝑥𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘−1, 𝑢𝑘) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑞0 +

𝑑𝑡

2
∗ (−𝑞1(𝜔𝑥 − 𝜔𝑥𝑏) − 𝑞2(𝜔𝑦 − 𝜔𝑦𝑏) − 𝑞3 (𝜔𝑧 − 𝜔𝑧𝑏)

𝑞1 +
𝑑𝑡

2
∗  (𝑞0(𝜔𝑥 − 𝜔𝑥𝑏) − 𝑞3(𝜔𝑦 − 𝜔𝑦𝑏) − 𝑞2 (𝜔𝑧 − 𝜔𝑧𝑏)

𝑞2 +
𝑑𝑡

2
∗ (−𝑞3(𝜔𝑥 − 𝜔𝑥𝑏) − 𝑞0(𝜔𝑦 − 𝜔𝑦𝑏) − 𝑞1 (𝜔𝑧 − 𝜔𝑧𝑏)

𝑞3 +
𝑑𝑡

2
∗  (𝑞2(𝜔𝑥 − 𝜔𝑥𝑏) − 𝑞1(𝜔𝑦 − 𝜔𝑦𝑏) − 𝑞0 (𝜔𝑧 − 𝜔𝑧𝑏)

𝜔𝑥𝑏

𝜔𝑦𝑏

𝜔𝑧𝑏 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Luego se calcula el Jacobiano para producir la matriz F 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝐹 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1
𝑑𝑡

2
 (𝜔𝑥 − 𝜔𝑥𝑏)

𝑑𝑡

2
 (𝜔𝑦 − 𝜔𝑦𝑏)

𝑑𝑡

2
 (𝜔𝑧 − 𝜔𝑧𝑏)

0
0
0

 

−
𝑑𝑡

2
 (𝜔𝑥 − 𝜔𝑥𝑏)

1
𝑑𝑡

2
 (𝜔𝑧 − 𝜔𝑧𝑏)

−
𝑑𝑡

2
 (𝜔𝑦 − 𝜔𝑦𝑏)

0
0
0

 

−
𝑑𝑡

2
 (𝜔𝑦 − 𝜔𝑦𝑏)

−
𝑑𝑡

2
 (𝜔𝑧 − 𝜔𝑧𝑏)

1
𝑑𝑡

2
 (𝜔𝑥 − 𝜔𝑥𝑏)

0
0
0

 

−
𝑑𝑡

2
 (𝜔𝑧 − 𝜔𝑧𝑏)

𝑑𝑡

2
 (𝜔𝑦 − 𝜔𝑦𝑏)

−
𝑑𝑡

2
 (𝜔𝑥 − 𝜔𝑥𝑏)

1
0
0
0

 

𝑑𝑡

2
𝑞1

−
𝑑𝑡

2
𝑞0

𝑑𝑡

2
𝑞3

−
𝑑𝑡

2
𝑞2

1
0
0

 

𝑑𝑡

2
𝑞2

−
𝑑𝑡

2
𝑞3

−
𝑑𝑡

2
𝑞0

𝑑𝑡

2
𝑞1

0
1
0

 

𝑑𝑡

2
𝑞3

𝑑𝑡

2
𝑞2

−
𝑑𝑡

2
𝑞1

−
𝑑𝑡

2
𝑞0

0
0
1 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

2.3.1 Ecuaciones del filtro para el estimador de orientación 

A continuación, se presentan las ecuaciones utilizadas en el filtro extendido de Kalman 

en cada una de sus etapas. 

Predicción 

Predicción del estado estimado 𝒙𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘−1, 𝒖) 

Predicción de la covarianza estimada 𝑃 = 𝐹𝑃𝐹′ + 𝑄 

Actualización 

Medición residual   𝑦 = 𝑧 − ℎ (𝑥𝑘) 

Covarianza residual  𝑆 = 𝐻𝑃𝐻′ + 𝑅 

Ganancia de Kalman  𝐾 = 𝑃𝐻′𝑆−1 

Actualización del estado estimado 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝐾𝑦 

Actualización de la covarianza estimada 𝑃 = (𝐼 − 𝐾𝐻)𝑃 

Con 𝐹 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 y 𝐻 =

𝜕ℎ

𝜕𝑥
. Se representa la matriz de identidad. 
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El cuaternión estimado luego se convierte en los valores de los ángulos de orientación 

roll, pitch y yaw usando 

[

𝑝𝑖𝑡𝑐ℎ
𝑟𝑜𝑙𝑙
𝑦𝑎𝑤

] (𝑞) = [

𝑎𝑡𝑎𝑛2 (2(𝑞0𝑞1 + 𝑞2𝑞3), 1 − 2 (𝑞1
2 + 𝑞2

2))
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (2 (𝑞0𝑞2 − 𝑞3𝑞1))

𝑎𝑡𝑎𝑛2(2)(𝑞0𝑞3 + 𝑞1𝑞2), 1 − 2 (𝑞2
2 + 𝑞3

2)

] 

 

2.3.2 Descripción del algoritmo del estimador de orientación 

Entradas del algoritmo: 

 Aceleraciones. 

 Velocidades angulares. 

 Magnetómetros. 

 Vector de estados. 

 Matriz de covarianza del error. 

 Tiempo de muestreo. 

Salidas: 

 Cuaternión que describe la orientación del vehículo. 

1: Normalizar las mediciones filtradas y las originales. 

2: Definir la matriz de covarianza del error en el proceso. 

3: Definir la matriz de covarianza en las mediciones. 

5: Definir el vector de observaciones z. 

6: Normalizar el cuaternión. 

7: Estimar la matriz F mediante el cálculo del Jacobiano. 

8: Estimar la matriz de covarianza del error. 

9: Construir la matriz de rotaciones basado en cuaterniones. 

10: Estimar la matriz H mediante el cálculo del Jacobiano. 

11: Actualizar el estado. 

12: Actualizar la matriz de covarianza. 

Fin 
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2.4 Descripción del Filtro Extendido de Kalman  

El filtro de Kalman simple, es un modelo lineal y no coincide con el modelo conformado 

por las ecuaciones del algoritmo de mecanización que se utilizará en la investigación 

que son no lineales (Grewal y Andrews 2001). Por esta razón el filtro de Kalman no se 

implementará directamente para estimar el vector de estados, sino que se recurrirá a la 

variante Filtro Extendido de Kalman. 

Análisis de perturbaciones 

Las mediciones hechas con sensores inerciales de bajo costo tienen niveles de error 

que constituyen perturbaciones, de modo que se puede descomponer la medición 

realizada en el valor real del parámetro y el error de medición. Estos errores aparecen 

en la mecanización en forma de perturbaciones, en el momento de calcular la velocidad 

del vehículo y la posición.  

Se trata con la propuesta de encontrar un modelo de error para las perturbaciones, de 

modo que sea útil para la implementación del Filtro Extendido de Kalman. (Shin y El-

Sheimy 2003): 

𝑟̂𝑛 = 𝑟𝑛 + 𝛿𝑟𝑛  

𝑣𝑛 = 𝑣𝑛 + 𝛿𝑣𝑛  

Donde ̂  y 𝛿 denotan el valor actual calculado y el error respectivamente. 

Dinámica del error de posición. 

La dinámica de error de posición se puede obtener por perturbar la ecuación de las 

ecuaciones de la dinámica de las posiciones geodésicas. Puesto que las ecuaciones 

dinámicas de posición son funciones de posición y velocidad, las ecuaciones dinámicas 

del error de posición se pueden obtener usando derivadas parciales. 

𝛿𝑟̇𝑛 = 𝐹𝑟𝑟𝛿𝑟𝑛 + 𝐹𝑟𝑣𝛿𝑣𝑛  

Donde 

𝐹𝑟𝑟 =

[
 
 
 
 
 
𝜕𝜑̇

𝜕𝜑

𝜕𝜑̇

𝜕𝜆

𝜕𝜑̇

𝜕ℎ

𝜕𝜆̇

𝜕𝜑

𝜕𝜆̇

𝜕𝜆

𝜕𝜆̇

𝜕ℎ

𝜕ℎ̇

𝜕𝜑

𝜕ℎ̇

𝜕𝜆

𝜕ℎ̇

𝜕ℎ]
 
 
 
 
 

= [

0 0
−𝑣𝑁

 (𝑀+ℎ)2

𝑣𝐸 sin𝜑

 (𝑁+ℎ) cos2 𝜑
0

−𝑣𝐸

 (𝑁+ℎ) cos2 𝜑

0 0 0

]  

𝐹𝑟𝑣 =

[
 
 
 
 
 

𝜕𝜑̇

𝜕𝑣𝑁

𝜕𝜑̇

𝜕𝑣𝐸

𝜕𝜑̇

𝜕𝑣𝐷

𝜕𝜆̇

𝜕𝑣𝑁

𝜕𝜆̇

𝜕𝑣𝑁

𝜕𝜆̇

𝜕𝑣𝑁

𝜕ℎ̇

𝜕𝑣𝑁

𝜕ℎ̇

𝜕𝑣𝑁

𝜕ℎ̇

𝜕𝑣𝑁]
 
 
 
 
 

= [

1

𝑀+ℎ
0 0

0
1

 (𝑁+ℎ)cos𝜑
0

0 0 −1

]  
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y M, N son los radios mayor y menor respectivamente, y se consideran como constantes. 

Dinámica del error de velocidad 

Haciendo referencia a la ecuación de la perturbación de la velocidad, el cálculo de la 

ecuación de la dinámica de velocidad puede ser expresada como 

𝑣̂̇𝑛 = 𝐶̂𝑏
𝑛𝑓𝑏 − (2𝜔̂𝑖𝑒

𝑛 + 𝜔̂𝑒𝑛
𝑛 ) × 𝑣𝑛 + 𝛾𝑛  

Perturbando el resultado de la ecuación anterior 

𝑣̇𝑛 + 𝛿𝑣̇𝑛 = −(2𝜔𝑖𝑒
𝑛 + 𝜔𝑒𝑛

𝑛 + 2𝛿𝜔𝑖𝑒
𝑛 + 𝛿𝜔𝑒𝑛

𝑛 ) × (𝑣𝑛 + 𝛿𝑣𝑛) + 𝑔𝑛 + 𝛿𝑔𝑛  

Agrupando los términos de primer orden, la ecuación anterior se puede reducir a 

𝛿𝑣̇𝑛 = 𝑣𝑛 × (2𝜔𝑖𝑒
𝑛 + 𝜔𝑒𝑛

𝑛 ) + 𝛿𝑔𝑛 − (2𝜔𝑖𝑒
𝑛 + 𝜔𝑒𝑛

𝑛 ) × 𝛿𝑣𝑛 + 𝑓𝑛 × 𝜖𝑛 + 𝐶𝑏
𝑛𝛿𝑓𝑏  

 

Completando el álgebra se puede obtener 

(𝑣𝑛 ×)𝛿Ω𝑟 = 

[
 
 
 
 
 
 −2𝑣𝐸𝜔𝑒 cos𝜑 −

𝑣𝐸
2

 (𝑁 + ℎ) cos2 𝜑
0

−𝑣𝑁𝑣𝐷

 (𝑀 + ℎ)2
+

𝑣𝐸
2 tan𝜑

 (𝑁 + ℎ)2

2𝜔𝑒(𝑣𝑁 cos𝜑 − 𝑣𝐷 sin𝜑) +
𝑣𝐸𝑣𝑁

 (𝑁 + ℎ) cos2 𝜑
0

−𝑣𝐸𝑣𝐷

 (𝑁 + ℎ)2
−

𝑣𝑁𝑣𝐸 tan𝜑

 (𝑁 + ℎ)2

2𝑣𝐸𝜔𝑒 sin𝜑 0
𝑣𝐸

2

 (𝑁 + ℎ)2
+

𝑣𝑁
2

 (𝑀 + ℎ)2 ]
 
 
 
 
 
 

 

 

(𝑣𝑛 ×)𝛿Ω𝑣 =

[
 
 
 
 
 

𝑣𝐷

𝑀 + ℎ

−𝑣𝐸 tan𝜑

𝑁 + ℎ
0

0
𝑣𝐷

𝑁 + ℎ
+

𝑣𝑁 tan𝜑

𝑁 + ℎ
0

−𝑣𝑁

𝑀 + ℎ

−𝑣𝐸

𝑁 + ℎ
0]
 
 
 
 
 

 

El vector de gravedad 𝑔𝑛, es aproximado por el vector de gravedad normal [0 0 𝛾]𝑇, 

y 𝛾 varia con la altitud. Asumiendo el modelo esférico de La Tierra y el siguiente modelo 

de gravedad cuadrado inverso simplificado. 

 

𝛾 = 𝛾0 (
𝑅

𝑅+ℎ
)
2
, donde 𝛾0 es la gravedad normal en ℎ = 0, y 𝑅 = √𝑀𝑁. Perturbando la 

ecuación superior resultante 

𝛿𝛾 = −2(
𝛾

𝑅 + ℎ
)𝛿ℎ 

El error dinámico de la velocidad puede ser reescrito como 
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𝛿𝑣̇𝑛 = 𝐹𝑣𝑟𝛿𝑟𝑛 + 𝐹𝑣𝑣𝛿𝑣𝑛 + (𝑓𝑛 ×)𝜖𝑛 + 𝐶𝑏
𝑛𝛿𝑓𝑏 

Donde 

𝐹𝑣𝑟 =

[
 
 
 
 
 
 −2𝑣𝐸𝜔𝑒 cos𝜑 −

𝑣𝐸
2

 (𝑁 + ℎ) cos2 𝜑
0

−𝑣𝑁𝑣𝐷

 (𝑀 + ℎ)2
+

𝑣𝐸
2 tan𝜑

 (𝑁 + ℎ)2

2𝜔𝑒(𝑣𝑁 cos𝜑 − 𝑣𝐷 sin𝜑) +
𝑣𝐸𝑣𝑁

 (𝑁 + ℎ) cos2 𝜑
0

−𝑣𝐸𝑣𝐷

 (𝑁 + ℎ)2
−

𝑣𝑁𝑣𝐸 tan𝜑

 (𝑁 + ℎ)2

2𝑣𝐸𝜔𝑒 sin𝜑 0
𝑣𝐸

2

 (𝑁 + ℎ)2
+

𝑣𝑁
2

 (𝑀 + ℎ)2
−

2𝛾

 (𝑅 + ℎ)]
 
 
 
 
 
 

 

𝐹𝑣𝑣 =

[
 
 
 
 
 

𝑣𝐷

𝑀 + ℎ
−2𝜔𝑒 sin𝜑 − 2

𝑣𝐸 tan𝜑

𝑁 + ℎ

𝑣𝑁

𝑀 + ℎ

2𝜔𝑒 sin𝜑 +
𝑣𝐸 tan𝜑

𝑁 + ℎ

𝑣𝐷 + 𝑣𝑁 tan𝜑

𝑁 + ℎ
2𝜔𝑒 cos𝜑 +

𝑣𝐸

𝑁 + ℎ

−2
𝑣𝑁

𝑀 + ℎ
−2𝜔𝑒 cos𝜑 − 2

−𝑣𝐸

𝑁 + ℎ
0 ]

 
 
 
 
 

 

2.5 Descripción del Sistema de Navegación Integrada INS/GPS mediante filtro de 

Kalman 

El sistema se construye mediante el aumento de la ecuación de la dinámica del error de 

posición, la ecuación de la dinámica del error de velocidad reescrita y la ecuación 

dinámica del error de orientación reescrita como sigue: 

𝑥̇ = 𝐹𝑥 + 𝐺𝑢 

Donde 𝐹 es la matiz dinámica, 𝑥 es el vector de estado, 𝐺 es una matriz de diseño, 𝑢 es 

la función vectorial entrante: 

𝐹 = [
𝐹𝑟𝑟 𝐹𝑟𝑣

𝐹𝑣𝑟 𝐹𝑣𝑣
]  𝑥 = [

𝛿𝑟𝑛

𝛿𝑣𝑛] 

G = [
0 0
𝐶𝑏

𝑛 0]  𝑢 = [𝛿𝑓𝑏]  

Los elementos de 𝑢 son ruido blanco, cuya matriz de covarianzas viene dada por: 

𝐸[𝑢(𝑡)𝑢(𝜏)𝑇] = 𝑄 (𝑡)𝛿 (𝑡 − 𝜏) 

donde el operador 𝛿 denota la función delta Dirac cuya unidad es 1 / tiempo. Q es 

llamada la matriz de densidad espectral y tiene la forma 

 

𝑄 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝜎𝑎𝑥
2 𝜎𝑎𝑦

2 𝜎𝑎𝑧
2  𝜎𝜔𝑥

2 𝜎𝜔𝑦
2 𝜎𝜔𝑧

2 ] 

 

Donde 𝜎𝑎 y 𝜎𝜔 son las desviaciones estándar de los acelerómetros y giróscopos 

respectivamente. 
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La derivación del filtro de Kalman se inicia a partir del modelo de proceso: 

 𝑥𝑘+1 = Φ𝑘𝑥𝑘 + 𝑤𝑘 ,  

y la siguiente observación 

𝑧𝑘 = 𝐻𝑘𝑥𝑘 + 𝑒𝑘, 

Que expresan la medida vectorial, 𝑧𝑘, en el instante 𝑡𝑘 como una combinación lineal del 

vector estado, 𝑥𝑘, más un error aleatorio de medición, 𝑒𝑘. Las matrices de covarianza 

para 𝑤𝑘 y 𝑒𝑘 están dadas por 

𝐸[𝑒𝑘𝑒𝑖
𝑇] = {

𝑅𝑘 , 𝑖 = 𝑘
0, 𝑖 ≠ 𝑘

} 

𝐸[𝑤𝑘𝑒𝑖
𝑇] = 0, ∀𝑖, 𝑘 

La implementación del filtro de Kalman se divide en dos etapas, actualización y 

predicción. En el primer caso, la ganancia de Kalman 𝐾𝑘 , se calcula primero, y luego el 

estado y la covarianza del error se actualizan utilizando la estimación previa, 𝑥𝑘
−, y su 

covarianza del error, 𝑃𝑘
−: 

𝐾𝑘 = 𝑃𝑘
−𝐻𝑘

𝑡  (𝐻𝑘𝑃𝑘
−𝐻𝑘

𝑡 + 𝑅𝑘)−1  

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘
− + 𝐾𝑘 (𝑧𝑘 − 𝐻𝑘𝑥̂𝑘

−) 

𝑃𝑘 = (𝐼 − 𝐾𝑘𝐻𝑘)𝑃𝑘
− 

En la etapa de predicción, la estimación y su covarianza del error se proyectan a 

continuación: 

𝑥𝑘+1
− = Φ𝑘𝑥𝑘 

𝑃𝑘+1
− = Φ𝑘𝑃𝑘Φ𝑘

𝑡 + 𝑄𝑘 

La posición y la velocidad del GPS se consideran como mediciones. La formulación de 

la ecuación de medición se puede escribir como 

𝑧𝑘 = (
𝑟𝐼𝑁𝑆

𝑛 − 𝑟𝐺𝑃𝑆
𝑛

𝑣𝐼𝑁𝑆
𝑛 − 𝑣𝐺𝑃𝑆

𝑛 ) = (

𝜑𝐼𝑁𝑆 − 𝜑𝐺𝑃𝑆

𝜆𝐼𝑁𝑆 − 𝜆𝐺𝑃𝑆

ℎ𝐼𝑁𝑆 − ℎ𝐺𝑃𝑆

𝑣𝐼𝑁𝑆
𝑛 − 𝑣𝐺𝑃𝑆

𝑛

) 

 

𝐻𝑘 = (
𝐼3×3 𝑂3×3

𝑂3×3 𝐼3×3
) 
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Dadas las inestabilidades numéricas en el cálculo de  (𝐻𝑘𝑃𝑘
−𝐻𝑘

𝑡 + 𝑅𝑘)
−1 para la ganancia 

de Kalman, 𝐻𝑘, porque 𝜑 y 𝜆 se expresan en radianes y por lo tanto son valores muy 

pequeños. Este problema se resuelve multiplicando la primera y la segunda fila por (𝑀 +

ℎ) y (𝑁 + ℎ) cos𝜑, respectivamente  (Shin y El-Sheimy 2003). Por lo tanto, la ecuación 

de medición queda de la siguiente forma: 

𝑧𝑘 = ( 

 (𝑀 + ℎ)𝜑𝐼𝑁𝑆 − 𝜑𝐺𝑃𝑆

 (𝑁 + ℎ) cos𝜑 (𝜆𝐼𝑁𝑆 − 𝜆𝐺𝑃𝑆)
ℎ𝐼𝑁𝑆 − ℎ𝐺𝑃𝑆

𝑣𝐼𝑁𝑆
𝑛 − 𝑣𝐺𝑃𝑆

𝑛

 )  𝐻𝑘 = [

 (𝑀 + ℎ) 0 0
0  (𝑁 + ℎ) cos𝜑 0
0 0 1

03×3

03×3 𝐼3×3

] 

Y se utiliza la matriz de covarianza del error de medición siguiente 

𝑅𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎𝜑
2 𝜎𝜆

2 𝜎ℎ
2 𝜎𝑣𝑛

2 𝜎𝑣𝑒
2 𝜎𝑣𝑑

2 ) 

Donde 𝜎𝜑
2, 𝜎𝜆

2 y 𝜎ℎ
2 son las desviaciones estándar de la posición en latitud (𝜑), longitud 

(𝜆) y altura (ℎ) y 𝜎𝑣𝑛
2 , 𝜎𝑣𝑒

2  y 𝜎𝑣𝑑
2  son las desviaciones estándar de la velocidad en los ejes 

de coordenadas North, East, Down respectivamente. 

 

2.5 Conclusiones del capítulo 

En este capítulo se describió el algoritmo de navegación integrada INS/GPS mediante 

filtro extendido de Kalman propuesto. 

 La implementación del algoritmo de mecanización del INS permitió obtener los 

parámetros de navegación a partir de datos de sensores inerciales de bajo costo. 

 La implementación del estimador de orientación permitió obtener los ángulos de 

alabeo, cabeceo y rumbo de manera independiente, garantizando una solución 

eficiente. 

 La implementación del filtro extendido de Kalman permitió la corrección del error 

en la estimación de los parámetros generados por el algoritmo de mecanización, 

fusionándolo con datos de referencia absoluta (GPS). 
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CAPITULO 3: PRUEBAS 

Introducción 

En este capítulo se realizan pruebas para evaluar el desempeño del algoritmo de 

navegación integrada INS/GPS. Se plantean los resultados obtenidos al ejecutar el 

algoritmo con datos de experimentos realizados con el vehículo submarino HRC-AUV, 

por parte del GARP, en el 2014. Se aplican pruebas estadísticas para evaluar los 

resultados obtenidos. 

 

3.1 Datos experimentales utilizados 

Se dispone de un conjunto de datos obtenidos de dos experimentos realizados con el 

submarino HRC-AUV 400, con autopiloto con unidad de medición inercial MTI-g. 

Experimentado por el Grupo de Automática y Percepción de la Universidad Central de 

Las Villas “Marta Abreu” el en la bahía de La Habana en 2014. El Experimento cuenta 

con 65648 muestras que brindan valores de los acelerómetros, giróscopos, velocidades, 

y magnetómetros en los ejes X, Y y Z. También ofrece los valores de latitud, longitud y 

altura en toda la trayectoria, además de los ángulos de alabeo, cabeceo y rumbo.  

 

3.2 Comparación de los ángulos con los datos del experimento  

La descripción del ángulo de alabeo estimado describe un comportamiento similar al 

esperado en los datos experimentales. Con pequeñas diferencias estadísticamente no 

significativas cuando se realiza un giro brusco. Como se muestra en la figura (11). El 

comportamiento del ángulo estimado se muestra en color rojo, mientras el del ángulo 

tomado de la referencia se muestra en color azul. 
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Figura 11: Comportamiento de los ángulos de alabeo. 

 

La comparación de los ángulos de cabeceo se comporta de manera similar, 

describiendo una alta similitud como se muestra en la figura (14). El primer panel 

muestra la descripción del ángulo de cabeceo estimado, el segundo panel muestra la 

descripción del ángulo de cabeceo del Experimento 1 y el tercer panel muestra el error 

en la estimación. El comportamiento del ángulo estimado se muestra en color rojo, 

mientras el del ángulo tomado de la referencia se muestra en color azul. 

 

Figura 12: Comportamiento de los ángulos de cabeceo. 
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3.3 Comparación de la posición en latitud longitud y altura con el experimento 

A continuación se muestran las gráficas generadas con la herramienta Matlab para 

comparar la posición en toda la trayectoria generada por el algoritmo, con la posición 

del submarino obtenida en el experimento. 

Para comenzar se muestra la posición en latitud longitud estimada y la de referencia, 

donde se evidencia la similitud entre las trayectorias. La posición estimada por el 

algoritmo se muestra en color rojo, y la posición tomada del experimento se muestra en 

color azul. 

 

Figura 13: Descripción de las posiciones en latitud longitud. 

Después de haber observado el comportamiento las trayectorias expresado en grados 

de latitud y longitud, se procede a mostrar la altura expresada en metros del algoritmo 

implementado y la referencia del experimento. 
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Figura 14: Descripción del comportamiento de las alturas. 

3.4 Comparación de la velocidad  

Para la comparación visual del comportamiento de la velocidad se utilizó el mismo 

método, graficado en la herramienta Matlab la velocidad obtenida por el algoritmo y la 

obtenida en el experimento. La velocidad es expresada en los ejes [x, y, z] por los que 

se grafica en tres paneles, el primer panel describe la velocidad en x, el segundo panel 

la velocidad en y, y el tercer panel la velocidad en z. A continuación, se muestra las 

gráficas que muestran lo anteriormente planteado. Las velocidades estimadas por el 

algoritmo se muestran en color rojo, y las obtenidas del experimento se muestran en 

color azul. 

 

Figura 15: Descripción de las velocidades [vx vy vz]. 
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3.6 Análisis estadístico de los resultados 

Para validar estadísticamente los resultados obtenidos se utilizó la prueba de análisis de 

varianza ANOVA, ya que permite calcular la similitud entre los datos generados por el 

algoritmo y los datos registrados en los experimentos, determinando la existencia de 

diferencias significativas entre ellos. ANOVA prueba la hipótesis de que las medias de varias 

poblaciones son iguales y evalúa la significancia de la diferencia existente entre ellas 

(Terrádez y Juan 2003). 

Para ello se plantea como hipótesis nula: las medias de los conjuntos de mediciones 

obtenidas por el algoritmo y las registradas en los experimentos son iguales. las medias de 

los conjuntos de mediciones obtenidas por el algoritmo y las registradas en los experimentos 

son diferentes. 

X1: Media de las muestras de la población 1. 

X2: Media de las muestras de la población 2. 

H0: X1=X2 

H1: X1≠X2 

 

 3.6.1 Comparación de la latitud  

Para comprobar la similitud de la Latitud generada, con la Latitud del Experimento 1, se 

utilizaron pruebas de análisis de varianza, generando la tabla ANOVA. Para esto se 

seleccionaron cinco poblaciones de manera aleatoria de quinientas muestras cada una. 

A continuación, se muestran tres de estas 5 iteraciones. 

 

Figura 16: Iteración 1 de la prueba ANOVA para la comparación de la latitud. 

 

Se puede comprobar que el valor crítico de significancia es mayor que 0.05 por lo que 

se acepta la hipótesis nula para un intervalo de confianza de un 95%. Lo mismo pasa 

para las próximas 2 poblaciones que serán mostradas a continuación  
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Figura 17: Iteración 2 de la prueba ANOVA para la comparación de la latitud. 

 

 

Figura 18: Iteración 3 de la prueba ANOVA para la comparación de la latitud. 

 

3.6.2 Comparación de la longitud  

El comportamiento de la Longitud se muestra muy similar al de la Latitud. Utilizando 

para su comparación cinco poblaciones de quinientas muestras cada una. Todas las 

pruebas dieron un valor crítico de significancia por encima de 0.05, por lo que se acepta 

la hipótesis nula con un intervalo de confianza de 95%. A continuación, se muestran los 

resultados de tres de las cinco iteraciones. 

 

Figura 19: Iteración 1 de la prueba ANOVA para la comparación de la longitud. 

 

 

Figura 20: Iteración 2 de la prueba ANOVA para la comparación de la longitud. 
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Figura 21: Iteración 3 de la prueba ANOVA para la comparación de la longitud. 

3.6.3 Comparación de la altura  

Para completar las pruebas con respecto a la posición se le realiza el mismo 

procedimiento a la altura, el cual da un resultado satisfactorio en sus cinco iteraciones, 

con un valor crítico de significancia mayor que 0.05 para un intervalo de confianza de 

95%. A continuación, se muestran los resultados de tres de las cinco iteraciones. 

 

 

Figura 22: Iteración 1 de la prueba ANOVA para la comparación de la altura. 

 

 

Figura 23: Iteración 2 de la prueba ANOVA para la comparación de la altura. 

 

 

Figura 24: Iteración 3 de la prueba ANOVA para la comparación de la altura. 
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3.6.4 Comparación de la velocidad  

Para realizar las pruebas de comparación de la velocidad se utilizó el mismo método 

estadístico que para los parámetros anteriores. Tomando cinco poblaciones aleatorias 

de 500 muestras cada una, por cada eje (X, Y, Z). Todos los valores críticos de 

significancia de la tabla ANOVA generada son satisfactoriamente mayor que 0.05, por 

lo que se deduce que los valores estimados son iguales que los esperados con un 

intervalo de confianza de 95%. A continuación, se muestran tres de estas quince 

iteraciones. 

Para la validación de la velocidad en el eje X se muestra la siguiente prueba  

 

Figura 25: Prueba ANOVA para la comparación de la velocidad en x. 

 

Para la validación de la velocidad en el eje Y se muestra la siguiente prueba 

 

Figura 26: Prueba ANOVA para la comparación de la velocidad en y. 

 

Para la validación de la velocidad en el eje Z se muestra la siguiente prueba 

 

Figura 27: Prueba ANOVA para la comparación de la velocidad en z. 

 



54 
 

3.8 Conclusiones del capítulo 

En este capítulo se realizó la validación de los resultados obtenidos con la 

implementación del algoritmo.  

Se concluye que: 

 El algoritmo propuesto es capaz de obtener los parámetros de navegación a 

partir de los datos inerciales registrados por sensores de bajo costo. 

 Las salidas del algoritmo son similares en más de un 95% a los parámetros de 

referencia registrados en los experimentos, avalado por la prueba estadística de 

análisis de varianza. 
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Conclusiones Generales 

Al finalizar el presente trabajo de diploma se logró cumplir de manera satisfactoria los 

objetivos trazados, obteniéndose como resultado un algoritmo de navegación integrada 

capaz de generar parámetros de navegación a partir de datos experimentales de 

giróscopos, acelerómetros y referencia absoluta. En función de los objetivos de la 

investigación los resultados permitieron arribar a las siguientes conclusiones:  

 El estudio de investigaciones precedentes sobre la navegación integrada 

INS/GPS contribuyó significativamente al desarrollo del algoritmo de navegación 

integrada INS/GPS propuesto. 

 Se implementó un algoritmo de navegación integrada INS/GPS, destacándose 

como novedad la utilización de un estimador de orientación en el algoritmo de 

mecanización del INS. Esta solución garantiza la estimación de los parámetros 

de navegación para aplicaciones de vehículos autónomos subacuáticos con 

tecnología de bajo costo. 

 El proceso de validación permitió comprobar la capacidad del algoritmo de 

estimar los parámetros de navegación con mediciones procedentes de sensores 

inerciales de bajo costo. 
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Recomendaciones  

Al término de este trabajo de diploma, se considera que es posible trabajar en las 

siguientes direcciones:  

 Diseñar nuevas estrategias de fusión basadas en Filtro Extendido de Kalman 

para mejorar la estimación de los parámetros de navegación. 

 Aplicar un método estadístico adecuado para la estimación de las matrices de 

covarianza del error, tanto del modelo como de las mediciones, para un mejor 

ajuste del Filtro Extendido de Kalman. 

 Identificar una métrica más rigurosa para la evaluación de la precisión en la 

estimación de los parámetros de navegación inercial, y el valor de significación 

de los errores en los parámetros. 

 Implementar el algoritmo propuesto en un lenguaje de bajo nivel con rendimiento 

cercano al tiempo real para su uso en prototipos de vehículo autónomo 

subacuático. 
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