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PROLOGO

El libro que presentamos —Matemética Universitaria (C.0.U.)— se
concibe como un manual a nivel universitario, y es fruto de /a
docencia realizada por los autores a fo largo de los aitimos cinco anos
en fa Universidad de Valencia y Colegio Universitario de Castellon
(dependiente de gsta), dictando programas de Mateméaticas —Ge-
nerales, Algebra Lineal y Calculo Infinitesimal— correspondientes a
los primeros cursos de Ciencias y Escuelas Técnicas Superiores.
Consideramos el COU como un curso puente entre la concepcion
“media’’ de las Matemdticas vy la vision universitaria, caracterizada
par un rigor superior en la exposicin y un tratamiento mas axio-
mético de los temas. Esto nos ha obligado a redactar un libro que
formalmente fuera ya un libro de facultad, y en donde los recortes de
materia afectaran en todo caso a fa extension, dejando al margen
aspectos considerados secundarios, pero no a lo fundamental de su
construccion estructural,

Es indudable que el Plan 1957 y su divisibn del Bachillerato en

Ciencias y Letras condiciona el tratamiento def COU por el profesor;

sin embargo, este hdndicap transitorio que acabard con la im

plantacién del BUP, no debia hacernos incurrir en el érror de confec-

cionar un libro para hoy, sino aportar una experiencia bibliografica

que se aproximara ya & lo que Matematicas-COU debe contener y

significar en el futuro, y tras las experiencias de su implantacion. Esta

es la razon por la que este libro hoy es utilizable no $6lo como libro
de orientacion universitaria, sino que, por [os temas que en él se
estudian y la forma en que se tratan, puede ser un libro de consulta
para Primero de Ciencias, Escuelas Técnicas Superiores y Ciencias

Fconomicas.

E! libro constard de dos volumenes —“Algebra™ y “Andlisis y Esla-

distica’” — teodricos, y un volumen complementario de Ejercicios vy

Problemas.

Su conternido serd, bdsicarnente:

“Algebra’’: Légica. Conjuntos y operaciones con conjuntos. Apli-
caciones. Relaciones binarias. Estructuras bisicas: Grupo, Anillo,
Cuerpo. Espacios vectoriales. Aplicaciones lineales, Aplicaciones

Cmultitineales. Sistermas de ecuaciones, |

“Andlisis y estadistica: El numero real. Funciones reales de variable
real, Continuidad. Derivacion. Integral indefinida. Integral defi-
nida, Teoria de la probabilidad. Distribuciones. Teoria del
muestreo.

Ef volumen de Ejercicios y Problemas recorrerd el programa teorico

con ejemplos resueftos y ejercicios y problemas propuestos,






TEMA 0 ‘ LOGICA

0-1 Introduccion

0-2 Proposicion

0-3 Axiomas

0-4 Conexiones I6gicas

05 Formas proposicionales

0-5-1 Formas proposicionales universalmente validas
0-5-2 Equivalencia

0-6 [Inferencias ldgicas

0-7 Calculo cuantificador elemental
0-8 £/ método deductivo

0-8-1 Modelos

0-8-2 Sisterma de axiomas

0-1 INTRODUCCION

“De manera sumaria, podria decirse que la Logica For-
mal tiene por objeto la téenica de la argumentacion, y
que la validez de la argumentacion no depende del
contenido de los enunciados, sino sofo de su forma.””

R. Feys

“El estudio de la Logica es el estudio de fos métodos y
principios usados para distinguir un razonamiento co-
rrecto de otro incorrecta.”’

. M. Copi

Podemos decir que en estas dos definiciones se hallan contenidas las
ideas basicas que originan y rigen la Légica, Por un lado, la Lbgica
estudia el razonamiento, la argumentacion, tratando de estructurar
unas formas de razonar cuya vahdez no depende del significado de



los elementos que en él intervienen, sino solamente de Ia forma en
que estos se hallen dispuestos en el argumento. Por otro, nos da
medtos para distinguir en cada caso un razonamiento correcto de
otro incorrecto. |

De todo esto surgen ya las primeras cuestiones importantes: écudles
son los objetos con los que va a trabajar la Ldgica?; {qué criterios
vamos a establecer para aceptar ¢ rechazar un argumento? La logica
que vamos a tratar serd una logica de dos valores (bivalente), cuyos
elementos constitutivos seran las proposiciones.

0.2 PROPOSICION

Llamamos proposicidn a toda oracion de la cual se pueda afirmar que
es cierta o es falsa.

Las representaremos por:

P.qg7r5,..

EJEMPLOS:

i u 1t
Europa es un continente,
Y ¥ I
E! numerp 3 es entero.
“Australia es un cuadripedo.”

En Légica, 1o importante de una proposicién es el hecho de que sea
cierta o falsa, y no el significado o el sentido gramatical de la oracion.

Asi, en los ejemplos citados, las dos primeras proposiciones son
ciertas, y 1a Ultima es falsa.

0-3 AXIOMAS

La logica bivalente que vamos a estudiar quedara establecida con tres
axiomas.

1.—Axioma de ldentidad

“Toda proposicion es igual a s/ misma.””



2.—Axioma de Contradiccion

“’|Jna proposicién no puede ser cierta y falsa a la vez."”

3.—Axioma de Tercero Excluido
“Toda proposicion o es cierta o es falsa.”

Esto implica que en logica bivalente no se puede afirmar que una
proposicion p es cierta en un 80 %/, falsaenun 10 9/, y otro 10 %/,
de indecision. Sélo se puede afirmar gue una proposicidn es cierta o
falsa, excluyéndose ambas posibilidades y sin ninguna tercera al-
ternativa.

Simbdlicamente, expresaremos que una pProposicion p es cierta di-
ciendo que tiene un valor /6gico 7, y para indicar que es falsa, la
proposicion ¢ es falsa, diremos: g tiene un valor fégico 0.

0-4 CONEXIONES LOGICAS

Las conexiones |6gicas o particulas veritativas, son unos simbolos

que al aplicarlos a una o varias proposiciones, cuyo valor légico es

conocido, las transforma en otras cuyo valor logico depende de la

particula conectiva y de los valores |1b6gicos de las proposiciones

originales.

Las particulas conectivas seran ciertas particulas gramaticales que

serviran para enlazar oraciones.

Asi: Con la proposicién "el tres es un numero entero’’, se puede
construir una nueva proposicion negando la anterior: “el tres
NO es un nimero entero”’.

También con las proposiciones g = “El cielo esta nublado™ vy
r = "Esta lloviendo’ podemos formar las proposiciones:

p 0g = "El cielo estd nublado o esta lloviendo”

p vy g = "El cielo estd nublado y esta lloviendo”
si o entonces g = "'El cielo estda nublado entonces esta lloviendo”
P si v sOlo si g = “El cielo estd nublado si y s6lo si esta Hoviendo™

v han aparecido a partir de aquellas dos p y g cuatro proposiciongs
nuevas, que tendran un valor 16gico definido cuando tengamos defi-
nidas las particulas conectivas.
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Si nos detenemos a observar las proposiciones gue nos han salido nos
daremos cuenta que todas ellas tienen “sentido’’. Sin embargo, esto
no significa nada, puesto que, por ejemplo, en la proposicion: *‘Si la
nieve es blanca entonces el hombre es un arbol”’ no tiene “sentido”
lo que decimos, pero en cambio si que posee un valor légico, como
veremos en breve.

Las particulas conectivas que vamos a estudiar serén cinco: negacién,
disyuncion, conjuncion, implicacion, coimplicacion.

Negacion.—Esta particula la representaremos por el sigho 71 y se leerd
“no”. La definiremos del siguiente modo: Dada la proposicion p, a
partir de ella podemos formar ™1 p, que se leerd “‘no p”’ v que tiene
valor |0gico contrario al de p, Es decir, si p era 1, entonces 1 p serd 0,
v sip era 0, eritonces 71 p serd 1.

Esto lo representaremos en las llamadas tablas de verdad del si-
guiente modo:

P 1p
1 0
0 1

que significa lo mismo que hemos dicho, cuando p vale 1, 1 p vale 0,
y cuando p vale 0, 71 p vale 1.

Disyuncién.—Dadas dos proposiciones p y g la disyuncién la repre-
sentaremos por p V g {leyendo p o g) y la definiremos como sigue:
"La disyuncion sera cierta cuando lo sea alguna de as proposiciones
que la componen y seréd falsa cuando lo sean las dos simul-
tAneamente”,

Esta definicidn la representaremos en las tablas de verdad, como
sigue:

p q AV
1 1 1
[ 0 1
0 1 1
0 | o 0



lo cual significa: En este caso hay dos proposiciones g y g, por tanto
se pueden dar los cuatro casos que hemos escrito: que seaciertap vy
cierta g, que sea cierta p y falsa g, que se falsa p vy cierta g, v que
sean p y q falsas. En cada uno de los cuatro casos posibles hemos
colocado a la derecha el valor l1dgico correspondiente a la disyuncién.
Entonces, en el ejemplo anterior: ““La nieve es blanca o el hombre es
un arbol”” sera cierta, puesto que de las dos proposiciones que la
componen hay una que es clerta,

Conjuncion.—Dadas dos proposiciones p y g la conjuncion [a repre-
sentaremos por p A g (que se leerd p v q) vy la definiremos segln lo
siguiente:

“La conjuncién de dos proposiciones serd cierta cuando sean ciertas
ambas simultaneamente, y serd falsa cuando exista una que es falsa’’.
En las tablas de verdad, esto sera:

p q s AN la conjuncién de p vy q es cierta
1 1 1 cuando losonp y q.

1 0 0

0 i 0 la conjuncidn es falsa en los res-
0 0 0, tantes tres casos.

Por ejemplo, la proposicidon “La nieve es blanca y el hombre es un
arbol’’ es falsa, segin la definicidon que hemos dado.

Implicacién.—Dadas dos proposiciones p vy q, la implicacién la repre-
sentaremos por p -+ g {se lee “p implica g”” o "si p entonces g’} v se
define como “aquella proposicion que es cierta siempre que es falsa p
o cuando es cierta ¢, y es falsa sélo en el caso de que siendo ciertap
sea falsag’’.

En la implicacion, a p se le llama antecedente v a ¢ consecuente.

En las tablas de verdad, esto se expresara:

p q pP—q
] 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

11



12

Entonces, la proposicion “Si la nieve es blanca entonces el hombre es
un arbol”, de la cual antes hemos dicho que no tenia ‘‘sentido”, si
que tiene sentido en l6gica, y de acuerdo con lo que hemos visto,
como la primera es cierta y la sequnda es falsa, la total, que es una
implicacién, sera falsa,

Coimplicacion.—La coimplicacidn de dos proposiciones p v g se
representa porp + g {que se lee “p coimplicag”™, o “p si v sélosig'’)
y la definiremos del siguiente modo:

“Es una proposicidén que es cierta cuando p y g tienen el mismo valor
l6gico y falsa cuando p y g poseen valores 16gicos distintos”™,

La tabla de verdad correspondiente, sera:

p q p g
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Del mismo modo que la proposicién atravesaba el proceso de ser
primero una oracién gramatical con un sentido y un valor logico, a
ser, finalmente, un elemento de la légica {no importa lo que signi-
fique} con un valor légico, con las particulas conectivas ocurre 1o
mismo; es decir, que pasan de ser unas particulas gramaticales que
sirven para unir oraciones, a ser 5010 unos elementos de la l6gica cuya
definicidén sera la tabla de verdad correspondiente, y que sirve para
formar nuevas proposiciones que podemos lamar compuestas, por-
que en ellas intervienen una o varias particulas conectivas. De esta
forma llamaremos, pues, proposiciones simples a aguellas que no
contienen ninguna particula conectiva.

Observemos que la certeza o falsedad de una proposicion compuesta
depende de la certeza o falsedad de las proposiciones simples que la
componen, pero también, y esencialmente, de las particulas conec-
tivas. En este sentido, se dice, pues, que las particulas conectivas son
funciones veritativas, pues la certeza o falsedad de la proposicién
compuesta depende (o es funcién) de la particula conectiva que se
utilice para formarla.



0—5 FORMAS PROPOSICIONALES

Hemos dicho al comenzar el tema gue las proposiciones las represen-
tarfamos por las letrasp, g, r,... Vamos ahora a utilizar unas variables
proposicionales A, B, C,... en el sentido de que pueden sustituirse por
una proposicion concreta cualquiera,

»Llamaremos forma proposicional a las variables proposicionales y al
resultado de aplicar a estas las particulas conectivas un numero finito
de veces'.

Asi, las A, B, C,... serdn formas proposicionales, y también lo seran
1TA,AVB AAC A—> B, A+« B, etcétera.

Para obtener una proposicién, reemplazaremos en una forma propo-
sicional las variables proposicionales por proposiciones cORcretas,
siempre que se reemplace la misma variable por 1a misma proposiciton
en todos los lugares en que aparezca.

EJEMPLO: Una forma proposicional sera;
(AATIB)>[AV (B—C}|ATID

donde A, B, C y D son variables proposicionales. Ahora obtendremos una
proposicion, sustituyendo A por p, B por g, Cporry D pors

(b ATIg)l=|pVig->r)] A5

0-5-1 FORMAS PROPOSICIONALES
UNIVERSALMENTE VALIDAS

Diremos que una forma proposicional es universalmente valida si es
cierta la proposicion resultante al reemplazar las vartables proposi-
cionales por cualesquiera proposiciones concretas. Es decir, si la
certeza de la forma no depende de que sean ciertas o falsas las
proposiciones que reemplacen a sus variables.

EJEMPLO:
{1AV B)—~ (A—B)

Veamos que esta proposicion es cierta sea cual sea el reemplazamiento gque
hagamos de A y B por proposiciones.

13
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A, B | iA]| TAVEB A-B| {TTAVB)—=+{A—=B)
1.8¥ caso. 1 1 0 1 1 1
27 caso. ... 1 0 0 0 0 1
3.°" caso o | 1 1 1 i 1
4," caso. 0l ol 1 1 1 1

Observemos en este ejemplo que al sustituir A y B por distintas proposiciones
concretas, como lo unico que importa de estas es su valor l0gico, se pueden
presentar los cuatro casos especificados v en cada uno de los casos la Gltima

calumna presente el valor logico 1 para la forma propuesta, LLuego ésta es cierta
universalmente,

El problema de la validez universal estd ligado i(ntimamente al
probiema central de la |6gica matematica, como apuntaba Feys al
comenzar este tema de i6gica.

Es evidente que la certeza o falsedad de una forma proporcional sélo
depende, por tn lado, de su *“forma"”’, es decir, del modo en gue estan
unidas las variables por las distintas particulas conectivas que la
integran, y de otro, por las proposiciones concretas que reemplacen
las variables. :Por tanto, si la certeza o falsedad de una forma
proposicional no depende de las proposiciones que reemplazan a las
variables, como ocurre con las formas proposicionales universalmente
validas, entonces s6lo depende de la estructura interna de la misma.
Una forma proposicional universalmente vélida es cierta en razén de
su peculiar estructura Ibgica, o comio decimos cominmente, es cierta
por razones de “l6gica”,

Cuando reemplazamos las variables proposicionales por proposiciones
concretas en una forma universalmente valida, aparecera siempre una
proposicién cierta, pero cuya certeza no proviene de las propo-
siciones que la componen, sino de su estructura légica. Llamamos
tautologias a todas las proposiciones que surgen por reemplaza-
miento en una forma universalmente vélida. La negacién de una
férmula universalmente vdlida serd, evidentemente, una férmula
universalmente falsa, Llamamos contradicciones a la proposicidn que
resulta por reemplazamiento en una férmula cuya negacidon es
universalmente vélida.



EJEMPLOS:

1: AV 1A es una formula universalmente valida, puesto gue

A 1A AV 1A

1 0
0 [

para los dos casos gque pueden surgir con cualguier reemplazamiento AV "1 A
tiene el valor logico 1.

Si p es una proposicion concreta, p V "1 p sera una tantologia.

2: BATIB es una formula universalmente falsa. Fs decir, su negdcion es
universalmente valida.

B[1B| BAIB | 71{B ATB)

1 0 0 1
0 1 0 i

Si ¢ es una propasicion conereta, ¢ A T] g sera una contradiccion,
Las formas proposicionales las representaremos por af v4...

0-5-2 EQUIVALENCIA

Dos formas proposicionales a, 8 son equtvalentes cuando la doble
implicaciobn a < 8 de una a la otra es universalmente valida. Lo
representaremos o g § © también o +— j.

La equivalencia entre formas proposicionales posee las propiedades:

a) Reflexiva: Toda forma es equivalente a si misma a <= o
b) Simétrica: Si una forma « es equivalente a otra g, entonces g
es equivalente a a.

(@ = g) = ([ = a)

¢} Transitiva: Si una forma « es equivalente a otra 8, v a su vez
gsta es equivalente a una tercera ¥y, entonces a BS equiva
lente a .

[la = ) A(B+= 7))+ (@ = y)

15



16

Estudiemos ahora con la ayuda de la equivalencia algunas propie-
dades de las particulas conectivas:
1) Negacion: /dempotencia: Toda forma o es equivalente a
1 la,

o | e 1 1o o 17 ] e
1 0 1 1
0 1 0 1

como la doble implicacion es universalmente valida, ambos son
equivalentes.
2) Conjuncibn: /dempotente: Toda forma « €s equivalente a

o Ao

Conmutativa: a A B+ A«

Ct o o A a e oo
1 1 | 1
0 0 0 1

¢ | B laAf | BA« {a AR (B A o)

1 | 1 1 1 1

1 0 0 0 1

0 1 0 0 1

010 0 0 1

Asociativa: a AN(BAY) = {a AB) A .

alBly|aAB|BAYlaABAYWN (e ABDAYy|aABAYY{@aABYAY
1111 1 1 1 1 1
11110 1 0 0 0 1
11041 O 0 0 0 1
011]1 O 1 0 0 1
1{010 0 0 0 0 1
0110 0 0 0 0 1
gl0o|1 0 0 0 0 1
01010 0 0 0 0 1




3) Disyuncion. Del mismo modo como hemos demostrado las
propiedades de la conjuncién pueden probarse las siguientes
propiedades de la disyuncidn:

ldempotente: oV a <= «

Conmutativa: a V § <= B> «

Asociativa:  aV BV y) = {aVv B}V v

4} Propiedades distributivas. Existen dos propiedades distributi-
vas: una de la conjuncidon respecto de la disyuncidn, y
otra de la disyuncion respecto de la conjuncion.

al a ABVyl={aABV (e Avy)
b) aV BAyl = {aV B AlaV 7y)

Probemos la primera de ellas:

17

e ABlaAY e ABV N [(@ABIVIeAY | a ABV Yo (@ ABIV (a Ay

ﬂﬁfr'ﬁv‘r

T11]1 1 1 ] l 1
1110 1 1 0 1 1
1MOoI1 4§ 1 0 1 1 1
01111 1 0 0 0 0
110|0 0 0 0 0 0
01110 1 0 0 0 0
0l0|1 1 0 0 0 0
0]010 0 G 0 0 0

S la doble implicacion es universalmente vahda, las dos formas son
equivalentes.

5) Leyes de Morgan. Las llamadas leyes de Morgan son dos
equivalencias, de las cuales nosotros probaremos s6lo una de
gllas por medio de las tablas de verdad y la otra quedara como
ejercicio. Estas son:

) T A Bl - La negacidon de la conjuncidn es la
7 P e T disyuncién de las negaciones.”
't a negacidn de la disyuncion es la

o) THaV Ble==TaAT1§ conjuncién de las negaciones.”’

1:

el el oe—l el ommh el
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VVamos a probar la primera de ellas:

a|f|Ta|l 3B fja N Tav AN la AZY T{a AB)+ (MaVv T16)
1M1lo] o| 1 0 0 1
110 0 | 1 0 1 1 1
ol1| 1| O 0 1 1 1
olol 1 [ 1 0 1 1 1

6} Otras equivalencias que poseen cierta importancia por su uso
en la légica proposicional son las siguientes:

a=>g8)+= Tavp
{a~B) = {1~ "1a)
{a )= {a=+ 3 N (B~ a)

El estudio de las equivalencias es fundamental, pues en el calculo

lbgico siempre podemos sustituir una forma proposicional por otra
equivalente.

0-6 INFERENCIAS LOGICAS

Bajo ¢l nombre de inferencia logica vamos a estudiar un conjunto de
formulas universalmente vélidas que se utilizan habitualmente en el
razonamiento deductivo. En esencia, consisten en reglas que per-
miten deducir de un conjunto de proposiciones llamadas premisas
una nueva proposicién llamada conclusién, siempre del mismo modo,
independientemente de cuales sean las premisas. Estas reglas han de
ser formulas: universalmente validas, a fin de que la conclusidn
deducida a partir de las premisas sea valida, A estas reglas las
llamaremos reglas de inferencia y su estructura Idgica es una condi-
cional cuyo antecedente es una conjuntiva de varias premisas (0 de
una sola) y cuyo consecuente es otra proposicidbn gque llamamos
conclusién.

Esto podemos simbolizarlo del siguiente modo:
W1 Aps Apy ---Ap_}=C

{siendo, como hemos dicho, p, p: - -p_ las premisas y C la con-
clusion).
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Estudiaremos ahora algunas reglas de inferencia particulares:

1) Ponendo Ponens (P.P.}. Se aplica a una implicacion y pode-
mos decir que es “el modo de afirmar el consecuente afir-

mando el antecedente’’. El esquema correspondiente al mismo
Seria;

premisa13| A- B
premisa 2.2 A

conclusion B

que, desde ¢l punto de wvista simbélico, corresponde a la férmula
proposicional

[{A—~B) ANA]—+ B
Veamos que es una formula universalmente vélida:

A-B|(A-B)AA| [(A>BYAA]-B

AlB
1}1
1|0
01
010

1
0
1
1

oo 0 —

R "I . R A —

2) Tollendo Tollens (T.T.). Se aplica también a las implicativas,

y &5 el modo de negar el antecedente negando el consecuente”.
El esquema del mismo seré:

1.9 premisa [ A= B
2.2 premisa{ 1B

conclusién T A

LLa f6rmula proposicional correspondiente es:

[{A—= B)ATIB]=- 1A
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Veamos que es también universalmente vélida:

AlB| 1Bl ASB | TA | (A-B)ATB | [({A>B)ATIB]~ 1A
M1l o | 1 0 0 1
1ol 1| o 0 0 1
of1l o | 1 1 0 1
olol 11 1 1 1 1

lo que nos indica que con esas dos premisas A -+ B y 71 B siempre se
nuede deducir como conclusion 71 A,

3) Simplificacién, Se aplicaa una conjuntiva, y nos afirma que de
ella se puede deducir como conclusion cualesquiera de sus

componentes:

1.2 premisa AANAB

1.2 conclusién | A

2.2 conclusidon B

La fé6rmula proposicional correspondiente es (A A B) - A para la
primera conclusién, y # A B - B para la sequnda.
Veamos que es universalmente valida:

ABlAhB AANAB-A|AANB-B
111 1 1 1
nop 0O 1 1
0j1y 0O 1 1
0i01 O 1 1

4) Tollendo ponens. Esta regla se aplica a una disyuncion y dice:
“negando uno de los miembros de la disyuncion se atirma

el otro miembro".

1.2 premisa | Av B
2.8 premisa{ 18

conclusidn A




La forma proposicional correspondiente es:

[(AV BIATIB] > A

AB|1B|AV B[ (AVB) ATIB (Av By ATTB—- A
1111 O 1 0 1
{0l 1 1 1 1
O(1] O 1 D 1
010! 1 0 0 1

Es pues, como vemos, una forma universalmente valida.

B) Silogismo hipotético (S.H.). Se aplica cuando poseemos como
premisas dos condicionales:

1.2 premisa | A - B

2.2 premisa (B~ C

conclusibn (A—- C

Se comprueba, del mismo modo que las anteriores, que la forma
proposicional

[{A—>B)A{(B~-C)]—= (A= C)
gs universalmente valida.

6) Ley de adicién: (L.A.). Dada la premisa A, si M es una
variable proposicional cualquiera, de A se deduce Av M.

£l esquema de la misma es:

1.° premisa] A

conclusion l Av M

1) Silogismo disyuntivo (S.D.). El silogismo disyuntivo posee
tres premisas:
1.2 premisa| AV B

2.% premisa| A-» C

3.2 premisa| B~ D

conclusidon | Cv D
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la forma propasicional correspondiente

- [(AvB)A{A->C)A(B~->D)]>CvD

es universalmente valida, como se puede probar facilmente con unas
tablas de verdad en las que intervendrian 16 filas, correspondientes a
todos los valores 16gicos posibles a las cuatro variables.

8} Demastraci6én condicional {D.C.). En una demostracion cual-
quiera, siempre podemos afadir una premisa mas, sea la que
sea, ern un punto cualquiera de la misma, teniendo bien en
cuenta que el resultado obtenido ahora dependera directa-
mente de la nueva premisa que hemos impuesto. La demos-
tracion condicional es la que nos dice de qué modo se realiza
esta dependencia. La podemos enunciar del siguiente modo:
“Si dé un conjunto de premisas y otra premisa que impo-
nemos nueva, N, se deduce una conclusién, C, del conjunto de
premisas solo, se deduce la condicional N - C.”

El esquema es, pues,

si de:
P,
P,
premisas ;
Pa
premisa nueva N
conclusidn C1
eﬁtunces, de:
P,
P,
P,
premisas :
_ Py
conclusion N—-C




lLa forma proposicional correspondiente a este tipo de razonamiento
sera:

[((P AP, ALAPOAN)I=>Cl=[(P, A AP, A..APLI= (N> C)]

Para probar que es una forma proposicional universalmente vélida, o
llamemos P=P, AP, A ... AP, a la forma proposicional resultante

de la conjuntiva de las n formas. Entonces, el problema radica en
demostrar

[{PﬂN}-—}C]—}[P—}{N—} C))

En efecto;

PINICIPAN|[N->C {P__ N}=-C| P= (N~ C) [{PﬁN}-*-C]ﬂﬂ[_F_'L—r{Ni—r Ci]
111 1 1 1 1 1 :
111{0] 1 0 0 0 1

110]|1 0 1 1 1 1

O{111 0 1 1 1 1

110]01 O 1 1 1 1

O|110f{ O 0 1 1 1

0|01 0 1 1 1 1

0|010l O 1 1 1 1

Entonces es ya evidente que la conclusiébn encontrada dependera de
forma condicional de la premisa N introducida.

9) Dernostracién por reduccién al absurdo (A.b.). Esta regla nos
dice que si de unas premisas P; AP, A ... AP, v la proposi-
cion R se deduce una contradiccidn, de la conjuntiva
P, APy Ao AP, se deduce la proposicién 1 R.

El esguema nos dice gue si

premisas

conclusién {A AT1TA) contradiccion

23



24

entonces:
P,
P,
premisas :
: P"
conclusion 3R

En efecto: llamemos a la conjuntiva P.
P= Pl I\P‘; b J'h"an

Entonces, por la demostraciéon condicional:

premisa: P |
premisa R (D.C.} premisa | P
conclusion|A A 71 A cunclusién‘ﬁ -+ AATTA

Pero{(R—+ A /{\ -1 A) es equivalente a 1{A A 11 A) = 71 R. Es decir,

(TAV A= "R

i
Aplicando ahora la demostracién condicional al revés:

premisa ¥
premisa | p {C.D.) premisa TAV A
conclusion l (MAYV A= "R conclusion 1R

y puesto qué "1 A v A es universalmente valida, la podemos suprimir,
quedando pues que de P solo, se ha deducido 71 R.

Entonces, pudemus utilizar este tipo de demostracidn para cbtener
una conclusion deseada. Para éllo seguiremos los tres pasos Si-
guientes:

1) Introduciremos como premisa la negacidn de la conclusion
que se desea obtener.

2) Buscamos una contradiccion.

3) Inferiremos la conclusidn: deseada por demostracién por re-
duccién al absurdo,



Paodemos aclarar estos tres pasos en un caso general del siguiente modo:

1.—Deseamos demostrar C a partir de P,, P, ... P, Entonces
introducimos como premisa 1 C.

1C

2.—Buscamos una contradiceidn.

P,
P,

Py
-1 C
QATIQ
3.—Se deduce C por Ab.

Utilizacidon de estas reglas de inferencia

La estructura general de un teorema es “hipdtesis— tesis’.
Supongamos que se trata de demostrar un tecrema cuya hipdtesis sea
una conjuntiva de varias premisas P, AP; A--- AP, y cuya tesis
sea una condicional A—» B. Veamos como lo hariamos por
demostracion condicional y por reduccion al absurdo.

a) Por demostracion condicional:
Partiremos como hipétesis de P, AP, AP, A A, y trataremos de
deducir de ella |a proposicion B.

(P, P: A AP AA)>B

entonces, por demostracidon condicional del conjunto de premisas
solo, se deduce A = B.

(Pi AP2 AL AP (A B)

25
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b) Por Teduccién al absurdo:

1.—Introducimos la negacién de la tesis como una premisa mas.
La negacibnl de la tesis es 71 (A -~ B). Teniendo en cuenta ahora la
equivalencia (A -~ B}e={1 AV B). Luego 7 (A= Bl="1{1AVB), vy
por leyes dE;l Morgan, 71 {A—~ B)=A AT1B.
Luego afiadimos como hipétesis A A 71 B.

P, AP, A...AP, AAATB

2.—Con estas premisas buscamos una contradiccion Q A "1 Q.

;(P. APs A AP2 AA AT B)—r- (QATQ)

3.—Por|reduccion al absurdo queda demostrado el teorema.
En esta demostracion por reduccion al absurdo, lo mas importante es
que se tnn"ian como premisas ciértas el antecedente y la negacion del
consecuente de la condicional que tratamos de demostrar.

0.7 CALCULO CUANTIFICADOR ELEMENTAL

Dada una|funcién proposicional pfx/J, en el caso en que existe por |0
menos un:objeto g tal que pfa) sea cierta, esto lo representaremaos:

|
: Ax, x = a tal que pfx/ es cierto

El simbolo 3 lo llamaremos cuantificador existencial, y su presencia
nos asegura que podemos sustituir la vairable (o variables) de una fun-
cién proposicional por alguna constante y ser cierta la proposicidn re-
sultante, :

En el caso particular de que exista uno y solo un objeto @ que haga
cierta pl'xf), representaremos el existencial por

| 4* 6 3!

A partir de 3 vamos a definir un nuevo cuantificador.
Consideremos la expresidn

(3 xV TV pix))



es decir, no existe ningln x tal que haga cierta la negacion de p(x).
A este cuantificador lo representaremos

.!?L

que se lee, “‘para todo x, p(x)”’, y se llama cuantificador universal.
Los enunciados con cuantificadores se resisten a ser tratados con el
calculo proposicional establecido y es necesario concretar algunas
reglas que se desprenden de las definiciones de los cuantificadores y
de las conexiones logicas:

wx [plx) A gix)]e= ¥ x, p(x)] Al¥ x, qix}]
¥ X [plx] v afx)] <& [v x, pix)1V [V X, gix}]

Ix [pfx) AgixN = [3Ax, pix)] A{3Ix, gfx)]
dx [plx) Vv qfx})]) = [3x, pix)] Vv [3x, g(x)]

) NN =

Cuando el universo del discurso estd limitado a un ndmero finito de

objetosa, b, ¢.... h, el cuantificador existencial equivale a un desarrollo
en disyunciones:

3Ax pfx) <= pfa) v p(b) v plc) v ...V pfh)

y el cuantificador universal a un desarrollo en conjunciones:

¥x [pix) = qix)] <= [pla) = qfa)]] A [p(b) = q(b]] A ... A[pfh) = qfh)]

Nota: Con-el simbolo <#> indicamos “no equivale”,

La negacion de los cuantificados se rige por:

5 [ 3x, pfxl)] = ¥ x [ pfx)]

La negacion de “‘la existencia de x que cumplan p" es equivalente a
que “todo x cumple "1 p”",

6 W x, pix)] <= Ix [ pix})]

y esto se deriva de las leyes de Morgan, en efecto, para el primer caso
{5) serd
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T [3x pix)] = Tlpfa) v pib) V plc) V...V plh)] ==
= [ pfa)] hiﬁ p(b)] A [ pfe)] A AT pth)] =
== 5 x |7 pfx,f]

y en el sequndo caso (propiedad 6)

A ¥x pix)) <= T [pla) Aplb) Aple) A....Ap(hl] =
= [Mpfa IV [ pbV..Vv[1plh]] =
= Ix [T pfx)gl

0-8 EL METODO DEDUCTIVO

El estudio de una determinada ciencia exige el conocimiento del
método que jse emplea para construirla, pues s6lo en este caso
seremos capaces de llegar a entenderla de una manera creadora.

A continuacién intentaremos exponer los principios fundamentales
gue constituyen el método deductivo aplicado en logica y matema-
ticas.

Al construir luna determinada disciplina matematica, podemos dis-
tinguir entre:

A) Los términos:
A. 1.—Los términos primitivos o indefinibles.
Serdn un pequefio ndmero de expresiones que nos
" parezcan inmediatamente comprensibles.

Ejemplo: punto:

Los emplearemos sin explicitar su significado. Cual-
quier otro términgc utilizado s6lo podra serlo si queds
perfectamente establecido su significado a partir de
estos términos primitivos.
A. 2.—Los términos definidos.
- A partir de los términos primitivos o indefinibles po-
. dremos establecer otros de significado preciso.
La proposicibn utilizada para establecer los términos
. definidos a partir de los primitivos se Hlama Definicion.

Ejemplo {a partir de punto): establecer el término recta.



B) Enunciados:

Procederemos con los enunciados de un modo analogo a

como hemos hecho con los términos,

B. 1.—Enunciados primitives o axiomas.
Son proposiciones gue aceptarernos como ciertas sin
establecer su validez de ningun modo.

Ejemplo {en Geometria Euclidea):

“En un plano, por un punto exterior a una recta, pasa
una y sb6lo una recta paralela a aquella”™.

B. 2.—Enunciados demostrados o teoremas.
Son todos aquellos enunciados cuya validez haya sido
establecida utilizando solo axiomas, definiciones vy
términos primitivos.
El proceso por el cual se establecen los teoremas se
llama Demostracion.

La |6gica matematica es una disciplina construida de acuerdo con
todos estos supuestos, Cualquier otra disciplina, construida de acuer-
do con ésto, debe presuponer la logica, aunque algunos necesitan
presuponer varias disciplinas, llamadas Discipfinas Precedentes, para
poder construirse. Por tanto, antes de comenzar la construccion de
una disciplina dada, deben enumerarse las disciplinas precedentes.

El método de construccion de una teoria basado en los principios
que acabamos de exponer exclusivamente, se |llama Método Deduc-
tivo y a la teoria correspondiente, Teoria Deductiva.

0-8-1 MODELOS

Consideremos una teoria deductiva basada en un sistema de términos
primitivos y de axiomas. Supongamos que la Gnica Disciplina Prece-
dente sea la l6gica. Es decir, que la construccién de la teoria sblo pre-
supone la 16gica. Entonces, en ésta existiran unos variables proposicio-
nales y unas férmulas proposicionales. Los axiomas de la teoria son
formas proposicionales en las que estan contenidas las variables, ya
citadas, que pueden reemplazarse, como sabemos, por los términos
primitivos de una teoria concreta que son las proposiciones. Dados
ahora unos ciertos objetos, podemos determinar si satisfacen todas
las axiomas de |a teoria, es decir, todas las formas proposicionales. Si
ocurre esto, decimos que los objetos considerados constituyen un
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Modelo o una{ realizacion del sistema de axiomas de nuestra teoria
deductiva.

Puesto que los objetos satisfacen el sistema de axtomas de la teoria,
el modelo satisfacera todos los teoremas de la teoria; sin embargo,
cuando pensamos en un teorema deducido de los axiomas, no lo rela-
cionamos con |ninguna propiedad concreta del modelo. En otras pala-
bras, que parall un sistema de axiomas de una teoria existen muchos
modelos y ninguno de ellos es fundamental en la construccion de
nuestra teoria. De esto podemos enunciar, pues:

“Todo teorema de una teoria deductiva dada es satisfecho por
cualquier mudelu del sistema de axiomas y, ademads, a todo teorema
de la teoria currespunde una forma proposicional universalmente
valida, demostrada por medio de la logica, y que pone de manifiesto
el hecho de que el teorema es cierto para cualquier substitucion de
sus variables por los objetos de cualquier modelo.”

0-8-2 PROPIEDADES DEL SISTEMA DE AXIOMAS

a) Independencra.-—Dus sistemas de proposiciones se llaman equi-
valentes, cuandu toda proposicidn del primero puede deducirse de 10s
del segundo; v reciprocamente, toda proposicidn del segundo puede
derivarse del primero. Entonces, es evidente que trataremos de que
nuestro sistema de axiomas sea independiente, es decir, que ninguno
de los axiumafs del mismo pueda deducirse de los demas, puesto que
si esto ocurriese para algin axioma, este podria incluirse entre el
conjunto de teoremas deducidos de |a teoria.

b) Consistencia,.—E} sistema de axiomas se llama consistente, o no
contradictorig, cuando de €l no pueden deducirse dos Proposiciones
contradictorias. O, también, cuando dadas dos proposiciones contra-
dictorias cualesquiera, una al menos no puede demostrarse a partir
del sistema de axioma elegido.

¢} Completo.—Un sistema de axiomas es completo si de todo par de
enunciados contradictorios expresados en términos de la teoria y de
las teorias precedentes, uno al menos puede ser demostrado. Se dice
que un enunciado puede ser refutado en una teoria dada si se puede
demostrar en ella el contradictorio del mismo.

Para una teoria deductiva cualquiera, nosotros buscaremos siempre
sistemas de axiomas que rednan las tres condiciones arriba expresadas.



1 CONJUNTOS
TEMA OPERACIONES
CON CONJUNTOS

1-1 Conjunto

1-2 Subconjunto. Relacién de inclusién

1-3 Conjunto de un elemento

1-4 Conjunto de dos elementos

1-6 Conjuntos finitos

1-6 Operaciones con conjuntos

1-7 Propiedades de Ia reunién y la interseccidon
18 Conjunto complementario

1-9 Conjunto vacio

1-10 Propiedades del conjunto complementario
1-31 Particidon numerable de un conjunito

1-12 Confjunto de las partes de E : P(E)

1-13 Estructura del confunto P(E)

1-14 Algebra de Boole

1-1 CONJUNTO

El concepto de conjunto es en si indefinible v tendremos que hacer
referencia a la nocion de pertenencia para poder establecerlo. En
mateméaticas hablamos de conjunto de elementos si existe una
condicibn de pertenencia de los elementos al conjunto: o bien
cuando se han enumerado todos los elementos del conjunto.

Asi, un conjunto quedara establecido:

1) Por comprensidn: Cuando se dé un criterio de pertenencia,
propiedad que cumplen todos sus elementos.

A:\le{x}

Eiemplo: El conjunto de los numeros pares.
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2) Por extension: Cuando se enuncien todos los elementos del
conjunto.,

Ejemplo: El cnjnjuntn de las letrasa, b, ¢, d.

Se utilizan, en general, letras maytsculas para expresar 10s conjuntos.
A, E, P{E), Ietcetera y las letras mindsculas {latinas o griegas) para

expresar |los elementﬂs a b cd-« B v, 5.
Para fﬂrmular la pertenencia o no pertenenma de los elementos a 10s

conjuntos, se escribe:

“x € A", que se lee: ‘el elemento x pertenece al conjunto A"
! , ;
“x & A", que se lee: “‘el elemento x no pertenece al conjunto A”™.

I
En general,'en matematicas se utilizan simbolos que economicen la
escritura v i faciliten su comprensién. Dichos simbolos tienen un
valor universal con independencia del idioma en que se exprese el

mateméaticol Asi:

¥ “‘para todo”
3 “existe al menos uno”
3!  3* “existe uno y uno solo”
| ““tal que’* “es tal que”
= “implica”
«= “equivale”

Definamos asi en conjunto. Ejemplo, los multiplos de 5 positivos:
E=(¥ xlx=506nnecN

que se Ieem'a: el conjunto E lo forman todos los elementos x tales
que son de la forma 5n, donde n recorre el conjunto de los numeros
naturales.

1-2 SUBCONJUNTOS. RELACION DE INCLUSION

|
Un conjuato B es subconjunto de otro conjunto A, si todos los

elementos'de B. 1o son de A.



Es decir, "B subconjunto de A" <= {yH b Blbe A

En diagramas de Venn-Euler se representaria:

Simbolicamente escribiremos:

B C A, que leeremos ‘B incluidoen A’
Es evidente que:
SI(ACBABCC)=ACC

Conjuntos Iguales:
Si podemos formar

A C B "“todo elementode A loesde B”
B C A “todo elemento de B 1o es de A”

A y B tendran los mismos elementos:
A=8B

A serd igual a B

1-3 CONJUNTO DE UN ELEMENTO
Dado un elemento 2 existe un solo conjunto ;a! definido

Xlx=a

a

que es equivalente a decir
xEla = x=2a

Este conjunto se llama conjunto de un solo elemento.

Sera condicidn necesaria y suficiente para que un conjunto A sea ge

un solo elemento que A tenga elementos y que

¥yxc€A ¥YyeEA x=y
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I
1-4 CONJUNTO DE DOS ELEMENTOS

Dados dos elementos matemdticos @ y b distintos existe un solo
conjunto definido

]a,b!= ;xlxn——a\fx:b
que es equivalente a decir

zE!ab «={z =38\ Z= D)

1.5 CONJUNTOS FINITOS

De igual forma a como hemos hecho para un elemento, y dos
elementos, podriamos hacer para tres, cuatro, cinco, etcetera; los
conjuntos asi generados se llaman conjuntos finitos, los demds
conjuntos se Haman infinitos.

1.6 OPERACIONES CON CONJUNTOS
1} Reunién:

“Dados dos conjuntos A, B, llamaremaos conjunto “reunién’ de A y
B, v lo representaremos A U B, al conjunto formado por todos los
elementos que lo son de A o de B.”

O sea:

AUB=Il¥yx|lxes AvVvXEB
Evidentemente:

al AUBCE
b) ACAUB BCAUB



2} Interseccion:

“Dados dos conjuntos A, B, llamaremos conjunto “‘intersecciéon® de
A y B, vy lo representaremos A N B, al conjunto formado por todos
los elementos que son al mismo tiempo de A vy B.”

Es decir: AN B esta formado por los elementos comunes de A v B

35

AnNnB= *a‘xleAvxEB% [

ANB
| ll]r_ o
Evidentemente: G e——
HHE———
a) ARBCE R
b) ANBCA ANBCB HHHHE———
HHHS——— |

I




Y LA INTERSECCION

P, : Conmutativa AUB=BUA

Estas propiedades son triviales.

&
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b) AUVIBNCl=({AuBIn(AuC)

S ey R

L )
TFFRdA4A4]
dil

AU (BNC)
Podemos también demostrarlo sin recurrir a los diagramas.
En efecto:
al

(1) Si xEAﬂ{BUC}:*(EEAIH{XEBVJ{EC})

{2) Si xE{AﬁB}U{AﬁC}=({xEAAxEBW{xEAﬁxEB})

y Segun vimos, por dlgebra de proposiciones {distributiva de A
respecto a Vv }, son equivalentes las proposiciones {1} y {2).

xEAﬁ{BUC]z = }xE{Aﬂ B}UIAHC}%
Iuegn,Aﬁ{BUC};{AﬁB}U{AﬁC}

h) de idéntica forma:

Si xc¢c AU[BHC}=(xEAV{xEBﬂxEC})
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i
Si x€ {A@B}n {AuC}a({xE AvxeBlAlxe Av xc C})

que por la pr;-npiedacl distributiva de v respecto de A en algebra de
proposiciones, se puede escribir:

f
. xe AV ixeBAxeBAxe()
luego son equ;ivaientes las proposiciones:

HE Au (BN C}!mix:a (AuBIn (AU C}%

de donde:

Auv(BNCl=(AuB)n{AUC()

1.8 CONJUNTO COMPLEMENTARIO

Dado un conjunto E y un subconjunto A de E, ACE llamaremos
complementario de A con relacion a E, g.fé. o bien A, o bien A’, al

conjuntio de ftﬂdus los elementos de E que no son de A.

O sea: -
BA:A= xlxeE v x&A
E

Evidentemente, si A & E, no tiene ningun sentido hablar de Eﬁé



EJEMPLO:

Sea Z el conjunto de los enteros,
z2'Ulo ' el conjunto de los enteros pasitivos y el cero

L, (27U jof)=2"

sera el conjunto de los enteros negativos.

1-9 CONJUNTO VACIO

Por definicidn llamaremos conjunto vacio y |o representaremos ¢ al
complementario de E respecto de E.

BEE*‘":‘?j

es decir:
p=(xIxet vy x<k

Evidentemente el conjunto vacio carece de elementos porque {x € E
¥ X& E) es una contradicciOon y no hay ningan elemento que haga
cierta esa contradiccidn,

Es trivial que

1) ¢ CE ¥ E (es subconjunto de cualquier conjunto)
2). ¢ A A Ugp=A
3} ¥ A ANg= ¢

Llamaremos confuntos disjuntos a dos conjuntos A B tales que
ANB=¢

1-16 PROPIEDADES DEL CONJUNTO COMPLEMENTARIO

1} Complementariedad

AUA =E
ANA =g¢

39



40

2) Invulucl;ién
(A) = A

El complementario del complementario de A es el propio A
En efecto: E

{El*: 'x f xEEhx&Ek= %xle EAXE A=A

g

imismo, seipuede demostrar:
xeAUB == (xc AV x <€ B) por definicion de reunion
y (x€ AV .:HEE} <= {x & AV x & B) por definicion de complementario

y (xXEAV x&B) = (x& AAB) por dlgebra proposicional
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y (x& AAB} e (x& An B) por definicion de interseccidn
y (XSEANB)«>{XxXcANB por definicién de complementario.
Luego

(xcAUB)+= (x€ An B)
O sea:

AuUB=ANB cqd.

| S

2° Ley:AUB=ANB

“El conjunto complementario de la reunién de dos conjuntos
es la interseccidon de sus complementarios.”

En efecto: Por diagramas de Venn-Euler

AUB

EFEEEENEEEEEEEBEER
—_—— e e —r —Tm T T — ———

HP

EENEEENE SN =, 1
LA L L TR R R AR R AR ARRRRENT ~»:aBEERRRERERD
EENFEEFESNEEENEEEEREEEEESEN EJFEFFdvEEEEEDE

///////f’ﬁmﬁgff

Y también se puede demostrar

xeANB <= (xc AAx€B) nor definicién de interseccion

(x€ AAx€EB) e (x& A Ax&B) pordefinicion de complementario
x& AANXEB) == x& (AV B) por algebra proposicional

(x& {AV Bl<==({x & AU B) por definicién de reunidn

(x & AU B)<={xc AUB) | por definicién de complementario.
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Luego |

ixe AnB) = (xe AUB)

0 S€d.

—r—l——

AUB =AnNnB cqgd.

1-11 PARTI':E‘,ION NUMERABLE DE UN CONJUNTO E

Dado un cuniiuntu E, diremos que hemos establecido una particion
de E si se de:terminan subconjuntos no vacios de E: A, A, ..A,,
disjuntos entre si, y tales que reunidos dan E.

Es decir, tendremos una particion si:

{1 conjunto de indices}

a) AJCE wiel I= )1,...,n
b} A, u%ﬂx1 v .UA,=E

c) Ay Aj=¢ sii#]

1-12 CONJUNTO DE LAS PARTES DE E: P (E}

Dado un cnjniuntn E, llamaremos conjunto de las partes de E al
conjunto formado por todos los subconjuntos posibles de E. Lo
representaremos P (E)

P({E) = %AIAC E%

Es obvio que:
al ¢ P(E)yEEP(E)
Si se tratarsé de un conjunto E finito, por ejemplo E = lab,c.d [ el

conjunte P{E) estaria formado por todos los subconjuntos que
pudiéramos formar de 4,3,2,1,0 elementos. Es decir:



P(E) = 1o, {af, ibl, i}, al, lab], lael, lag], ibe], b4,
el va,b,cl, ‘a,b,d], \bcdl, lacd!, Ya,b,c,d |

o sea, el nimero total de elementos que P(E) seré
i=4
=)
i= 0V

que es el desarrollode {1 + 1)* = 24

En general, si £ es finito, de #7 elementos, los elementos de P(E)
vendran dados por 27,

1-13 ESTRUCTURA DEL CONJUNTO P(E)
Consideremnos las operaciones anteriormente definidas:
— U = reunidn
— N = interseccion

— = complementacidn

en el conjunto P{E).
Es evidente que:

al ¥y AcP(E}yv Be P(E} AuUBEPIE)

pues ACE BC E= AUBC E y por definicion de Parte, A U B € P(E).

b) v AcPlElyv¥ BeP(E)} An Be P(E)

va que ACEy BCE=ANBCE, y por definicibn de Parte,
AN B € PLE)

¢) ¥ A€ P(E) [:»%E P(E)

En efecto, yaque A CE = CaaE* < E: luego, Eé € P(E)
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lo que establece que estas operaciones definidas en P{E) dan para
cualesquiera elementos de P(E) resultados que también son elemen-
tos P{E}. Esto sugiere una generalizacidén del Algebra Elemental en la
Teoria de Cﬂnjuntns -
En general, una operacion definida en un conjunto, si este es. flnltu
se puede expresar por una tabla con el conjunto P(E); siendo
E=jabcl, vamos a construir las tablasparau Ny C:

P(E) =

¢ jal {b] lcl Jabl lacl {bel label

Operacion rm@nibn

~u | e | dal [ bf | fel |lap] [lac] | jbei |labe]
¢ ¢ i; fa to{ | lel lab| | {ac} | {becl | tabc!
o] | Tal[| o] [1ab] [1ac] | 1o6] | (ae} | fate] | jabe] |
B ibil | {ab} | b} | toe} | {ab] |fabet | el | jabel
Lc! jc{i tac} | fbe} | {e] |labe] taci | {bel | jabel
tab] | fab| | fabl | fab] |label| jab} |[abe] | {abe| labe
| ac | [ac[ig fac) |label | {ac) |abel | lac] | label {abc;n
thel | tbe fl tabel | toel | tbel |label | Jabel | {bel | {abe] |
tabel | | abc[ tabe | | labe | {abe i { 1abel | fabel | tabel | abel




Operacibn interseccidon

N ¢ lal | 16} | {ei | jabl | lact | lbel jabey
6 | o | o | e | o | e | o | ¢ | o
bat | ¢ | lal | o | ¢ |dal |la] | ¢ | la]
bl | ¢ | o 6l L e | 1Bl | o | |b] | (5]
el | o [ o | o fiel | s el | del | fe]
bt | ¢ | lal | {bt | o |[lab] | {a] | {6} | {ab}
jacl | ¢ | lay | o | lel | lal [fact] fel | {ac)
el [ o | o [ i6] [ le} | 6] | el | 1ol | lbe] |
labct| ¢ lal | 16} | e} | lab} | tacl | {bel | fabe]
Operaciéon complementacion

A | o [t |1e) | el [tab] | tact | toci | faves
[;egt tabe} | be | jaci {iabt | tel | 1] ) fal ¢

1-14 ALGEBRA DE BOOLE

En general, se denomina dlgebra de Boole a una estructura algebriica
defininida sobre un conjunto sobre el que se definen tres operaciones

A, V, —, establecidas con las propiedades siguientes:

A) Para A, v

a) indempotencia

b) asociatividad

c} conmutatividad
d) absorcion

e) doble distributividad (de A respecto de v y de Vv respecto
de A).
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B} Para fl*a Vv, —~

|
al cqmplementariedad
b) dualidad (leyes de Morgan}

Luego [P (E}f,u,ﬁ,c] constituye el algebra de Boole del conjunto
Partes de E, Esta 4lgebra de Boole se denomina CONCRETA.

Si el conjunto E lo formara un solo elemento E = }x!, entonces
P{E) = }¢ Eh tendria dos elementos. En este caso el 4lgebra de Boole
concreta se reduce a las tablas

UE¢| n5¢' AlE]| ¢
E | E | E | E |9 ct | ¢
¢ | E | ¢ o | o |9

I

Esta dlgebra |de Boole {del tipo —todo o nada—) es de sumo interés
para el Estuciliu de redes eléctricas en las calculadoras [donde pasa o

no pasa cnrriFnte por una conexionj.
Estudiaremos también un algebra de Boole cuando hablemos de

sucesos estocasticos.



PRODUCTO DE CONJUNTOS

TEMA ZI APLICACIONES

APLICACIONES ENTRE
CONJUNTOS FINITOS
COMBINATORIA

2-0
2-1
2-1-1
2-1-2
2-2
2-3
2-4
2-5
2-5-1
2-6
2-7
2-8
2-9
2-10
2-11

2-12
2-13

2-14

Definicidon de par

Definicion de producto cartesiano de dos conjuntos
Propiedades

Producto de varios conjuntos

Definicion de grafo

Correspondencia

Correspondencia inversa

Aplicacion

Clasificacion de las aplicaciones

Composicion de aplicaciones. Teoremas

Aplicacidn inversa. Teorema

Parte estable para una aplicacion

Restriccion y prolongacién de aplicaciones

Sucesiones

Namero de aplicaciones entre dos conjuntos finitos. Varia-
ciones con repeticion

Nuamero de aplicaciones inyectivas entre dos confuntos finitos.
Variaciones sin repeticién

Numero de aplicaciones biunivocas entre dos conjuntos fi-
nitos. Permutaciones

Combinaciones

2-14-1 Propiedades de los nameros combinatorios

2-0 DEFINICION DE PAR

Dados dos objetos mateméticos x, y, llamaremos par a un nuevo
obhjeto (x, y) en el que es fundamental el orden en que estan dados, y
tal que (x, v) = fu, v) = [x=u Ay = v).
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:- Generalizando, llamaremos terna a tres objetos dados (x, y, z) v,
como antes, se tendrd que cumplir (x, ¥, 2) = {u, v, w} = (x = v,
y=y z= W}

2.1 DEFINICION DE PRODUCTO CARTESIANO
DE DQS CONJUNTOS
Dados los conjuntos A y B, llamaremos conjunto producto de A por

B y lo representaremos A x B al conjunto formado por todos los
pares formados por un elemento de A y otro de B.

A X B=;’#(&,b} lac AANDEB

o tambien
éEAXBm(HxEAh JycBlz= (x,y))

2-1-1 PROBIEDADES
. a) AXB=g¢= (A=¢V B =¢)
|
"Si A XliB es igual a ¢, esto esequivalentea A=¢ 0B = ¢.”

= En efecto, si AX B es el conjunto ¢, no existe ninguna pareja
{x y) que pertenezca a A X B, lo que implica o bien no existe
ningunaix que pertenece a A o ninguna y que pertenezca a B.

= También si A= ¢ o B= ¢, no se podrs formar ninguna pareja
(x y) dohdex € Aey € B, luego A X B = ¢.

b} AXB' CAXB= A'C AyB'CB

En efecto:

= Para cualquier (x ¥y} € A" X B "secumplird (x y}) € AX B

pero

ixv] EA'XB' =xe A'Aye B’

(xyl]EAXB=sxe AAype B



luego
Y XEA =XxecA=2A"CA
vy yvyeB' =yveB=2B"CB

« SIA"C Ay B' C B entonces para cualguier pareja
fxyle A" X B se cumplira

Ixy/]EA'XB = x€ A’ perocomo A'C A=xec A
(xy) e A'’XB =yeB,ycomoB CB=x€B
Luegoparatoda(x y)E A" X B ., xS AAyecB

luego
A'XB'CAXB

c} Esevidente que A X B+# B X A. Es decir,
el producto cartesian0 no es conmutativo.
2-1-2 PRODUCTO DE VARIOS CONJUNTOS
Dados los conjuntos A, A, A;..A | llamaremos conjunto producto

de A; X A, X A; X ... X A, al conjunto formado por todos los
elementosz = {a, a, ... a,),dondea, € A, a, €A, ..a, €EA,.

A] X Az X A:; x-.-x;‘qn: (ﬂt az 33-.. ﬂn} ‘EI EA] ﬁa; EA: f"\...ﬂanEAn

Si se tratara de conjuntos iguales podriamos escribir:

AXA=A? AX AX A= A et

2-2 DEFINICION DE GRAFO

Llamaremos grafo G a todo conjunto cuyos elementos sean parejas.

G=!rxw(
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%

Dada una pareja, llamaremos primera proyeccion de ella:
i
| pry fx y} = x asu primer elemento
I

y segunda proyeccion:
|
i

| pr. (x vyl =y asusegundo elemento.

Al conjunto |de las primeras proyecciones de G le llamaremos
conjunto de definicién X

)(=ipr, (xyl ¥ (xyleG

Y al cunjuntuide las sequndas proyecciones de G, conjunto de valores
Y i

Y ={pr, {x y}¥ (nyEG%

Es evidente ql.;:e:

GCXXY
i ;
es decir, que; G es un subconjunto del producto cartesiano de su
conjunto de dlefinicif.nn por su conjunto de valores.

EJEMPLO:

: G=;(a1}{32}{b3}{{:2}{c4}§

i _
Conjunto de definicion X = '«é abc i
|

Conjunto de uainres Y = i 1234 E

Conjunto prndlfmtn XXY

luegc GCT X X Y




2-3 CORRESPONDENCIA

Dados dos conjuntos A y B, Hlamaremos correspondencia entre A v B
a la terna C = (G,A B}, donde G es un grafo subconjunto del produc-
tode AX B

Ggrafode C G= {{xyl/Ixec A< x€B

Es decir, |la correspondencia estard definida por un subconjunto de
A X B.

Al conjunto A le Hamaremos conjunto inicial 0 dominio de C.

Al conjunto B le ilamaremos conjunto final o codominio de C.
Por definicidn de grafo:

%prl G‘CA

CB

-
Decir que:
(x, y) € G, seréd equivalente a decir;
*a x le corresponde y por la correspondencia C= {G A B)}”

o bien:

“y esimagen de x por la correspondencia C = (G A B)"

2-4 CORRESPONDENCIA INVERSA

Dada la correspondencia (G, A, B}, llamaremos correspondencia
inversa de ella y la representaremos (G~ ', B, A)a una correspondencia
cuyo grafo G™' esté formado por las mismas parejas de G, pero ¢con
el orden invertido,

Es decir:
Gl={fyx)ixy)eq
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Por lo tanto:

pr; G~ B
pr GT' C A

Es evidente qmj.le si “y es la imagen de x” por el grafo G, “x es la
imagen de y” por el grafo G™!. A esta imagen se le llama imagen por
medio de la correspondencia inversa,
Por definicion de G™' se tendra que:

pri G=pr;, G

pry G= pry G

2-5 APLICAQIUN

“Sea la correspondencia f = (G,A,B), diremos que es una aplicacion
- | . . rr

sl para todo elemento de A existe una y una scla imagen en B™.

Es decir: '

- ¥a a€A3I*D, beBIfableG
Un grafo de ESitE tipo se llama grafo funcional, y en él por definicion

} pry G { = A “La primera proyeccion de G coincide con el dominio’

aunque esta condicion es necesaria, pero no suficiente.

EJEMPLO:
SeaA=N B=N
Establezcamos elfgraf-::n G cuyos elementos sean:

G=((n, nz,llnEN;

Es evidente que es una aplicacion entre los naturales, pues:
- para cada natural existe otro natural que es cuadrado

" o,
— vy, ademas, es unico,



EAEEENERRETRNE N

=
=
5
5
5
+k
-
i
=}
8

donde f simboliza la aplicacién.

Si f= (G,A,B) es una aplicacién, entonces (x y) € G se suele gscribir
simbblicamente y = f{x]}, que se lee *’y es la imagen por f de x’'.

Esta simbolizacién se utiliza también para conjuntos, asi:

St A’ C A, entonces todo elemento de A’ tendra imagen en B.

Al subconjunto de B que contiene a todas las imagenes de A’ lo
indicaremos f(A’).

flA")C B

En general, pues, f{A} C B, De igual forma, dado un subconjunto
B'C B, llamaremos imagen reciproca del B’ al subconjunto de
elementos de A cuyas imégenes estdn contenidas en B’, v lo
representaremos * (B'}) C A.
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Una aplicaciéniif ={G ,A,B}la expresaremos de forma simbolica:

f: A+ B, obien A—— B,

2-5-1 CLASIP?ICACION PE LAS APLICACIONES

a) Aplicacion inyectiva: Dada una aplicaciéon f = {G,A,B) entre los
conjuntos A y B, que simbolizamos A-£— B, diremos que es
inyectiva si para cada par de elementos distintos de A co-
rresponden imégenes distintas en B. Es decir:

Sta€ A, v bE A y tal que a# b, entonces, ffa)€ B vy f(b) € B;
siendo: 5

f(a) + f(b)

Es decir, que cada elemento de B puede ser imagen, a lo sumo, de un
elemento de A,! 0 también

¥ x xc€flAY 3F*ac Alx=fla

b} Aplicacion exhaustiva {también llamada suprayectiva o “'sobre”}:
Una aplicat%ibn f=1(G AB) entre A yv B, es exhaustiva si el
conjunto de las imégenes de A, f(A) [que, en general, es un
subconjunto de B] coincide con B.

f(A)=B
Es decir, todos los elementos de B son imagen de uno o varios
elementos de A.

¥x x€B3da3 ac€ Alx=flal

De este hecho :pruviene la nominacion de sobre, ya gue la aplicacion

cubre todo B.

De la combinacién de estos dos tipos de aplicaciones surgen 4 clases
_de aplicaciones:

1) Inyectiva-exhaustiva
2} Inyectiva-no exhaustiva

NOTA: Indistintamente se utilizard ‘“‘sabre’ o "exhaustiva’,



3) No inyectiva-exhaustiva
4) No inyectiva-no exhaustiva

Inyectiva-exhaustiva

“A distintos elementos de A imagenes distintas en B”
f(A) = B.

A estas aplicaciones, que son del tipo “uno a uno”,
se les llama biunivocas o biyectivas.

A, B

Inyectiva-no exhaustiva

“A cada elemento de A, distinta imagen de B”,
pero f{A)+ B
aunque f(A) CB
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No inyectiva-exhaustiva

a # e, pero f(ai’ = fla) = fle) = v
(Al = B '

Aplicacién constante: En el caso particular dd que f{A) sea un
conjunto de 1 elemento, es decir, que todos los elementos de A tienen
_ la misma imagen

|
' vyac AJ*xe Bl x = ffa)

la aplicacién se llama constante.



Aplicacién idéntica: Una aplicacién f = {G,A,A) de A sobre A, tal
que

vacAffa) =a

se llama aplicacion idéntica de A y la representaremos & 4 .

2-6 COMPOSICION DE APLICACIONES

Dadas las aplicaciones:

fl = {Gl !A!B}
fz e {Gl ,B,C}

donde el conjunto inicial de f; coincide con el final de #, .
Por definicion de aplicacion:

porfi¥ac AI*beBlb="F (a),esdecir, fa ble G,
porfs)v bEB A*c= Cle= ¥, {b), es decir, (bc) € G,
debido a que las aplicaciones son correspondencias en que para todos
los elementos del conjunto inicial existe una sola imagen en el final,

podremos construir el siguiente grafo G:

G= {fac/13*beBfablesG,ylbecle G,
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en el que para cada elemento a € A existird un tnico b vy un dnico c;
es decir, en G habra una sola pareja que contenga a a: luego G define
una aplicacién entre A y C, que representaremos por:

f=1{GA,LC)
y gque Ilamarehﬂns aplicacién productode f, y £,

En notacidbn mas simple:

La aplicaciﬁni producto la expresaremos g-f (en orden inverso al que
actdan)

g-f:A>C

y para un elemento a € A su imagen se expresara

g- ffal =g[ffa)] = gfb) = ¢

TEOREMA: F:_a composicion de aplicaciones es asociativa:

Sean
f- A — B

g:B~~EC
h-C-D
Vamusapruﬁar que A-fg-fl="(h-g): F
|



En efecto: por composicién de aplicaciones, para un elemento a de
A:

() h-Afg-fllal=h-lg-fI{a)]l=h-[glffa))l=hlg(b))=h(c)=d

(2) (h-g)/flal="(h-g)[ffa)l=h-g[b]=nh[gb)l="h{c)=d

y esto sucederd para todoa € A,

TEOREMA:
Composicidon de aplicaciones inyectivas

La composicion de dos aplicaciones inyectivas es una aplicacion
inyectiva.

En efecto: sean f, = (G, AB), v £, (G, B C) inyectivas que repre-
sentaremaos.;.
ffA->B vy gB-C
por 1o tanto:
v ceg(B) 3I*bHeEBlgibl=c
vbhbef{Al 3J*acAlffa)=5b

de ambas queda:

vyeeg-flA) F*ac Alfg-flia)=c

s1e
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con {o que:
g » f sera inyectiva
COHOLAHI@

De igual forma, el producto de dos aplicaciones biyectivas serd
bivectiva.

En efecto, por ser bivectivas, serdn inyectivas, y por el teorema
anterior, la faplicacién producto sera inyectiva, pero ademas, por
definicibn clr;f producto la imagen de A por el producto sera todo C,
luego seré biyectiva.

2-7 APLICACION INVERSA

Dada la aplicacion f= {G,A,B), en tanto que correspondencia tendra
una correspandencia inversa (G~ ,B,A} que se obtendr4 invirtiendo
el orden de los pares de G; ahora bien, esta correspondencia
(G~ ,B,A) Ef;'l general no serd una aplicacion (es decir, podran haber
elementos de B gue no aparezcan en ningin par de G™' y otros que
aparezcan mas de una vez). Nuestro problema sera establecer en qué

caso la correspondencia inversa de una aplicacidén dada es también
aplicacion.

EJEMPLO:

En la’ aplicacion F = (G,N,N) tal que G= }{nn3} InEN| (a cada
numero natural Je corresponde su cube), su correspondencia inversa
(G™ NN),G™ =!m®n)lne N! no serd aplicacion; por ejemplo, 15,
que esinatural, no tiene imagen, pues no es cubo de ningun natural.

i
TEOREMA;,

La cnndicitﬁfn necesaria y suficiente para que una aplicacion tenga
Inversa es gue sea biunivoca.

= En efecto, es condicién necesaria:



Ya que si la correspondencia (G~ B A) es una aplicacion, entonces
v heB IF*acAlfbalc G

pero esto es equivalente por la definicidn de correspondencia inversa
aquefab)e @G, luego

vbeB d*ac Alfab)e @

que es la condicion para que F = (G,A,B)} sea biunivoca.
« Es condicion suficiente:
Puessi F ={G,A,fB)es biunivoca, entonces

vheB I*ac Alb=flfaloseafab) e G
por lo tanto, todos {os elementos de b estan en una sola pareja de G,
luego el grafo G~ inverso de G definird una funcién, es decir, Ia
correspondencia inversa sera funcion inversa.

A la funcion inversa de una dada F = (G,A,B) A - B, la repre-
sentaremos ' : B> A.

COROLARIOS
1) La mlmpnsicién def~! f= &, eslaidentidad de A,
En efecto:
sea: - A- B
ysuinversa: f!:B- A

Y ac Affal =b

y por ser f~! inversa de f, entonces:

vy heBFf ' (h)=a
luego: ¥ &, (F~' « f){a)=F" [ffa)l=F" (b)= a

luego:
f_l'f=aA
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2) La composiciénde f- ' = & es laidentidad de B.
En efecto: dejigual forma

¥ bEB (f- f')(b)=F-[F' (B)j=5b

luego:

f- f_1== &B

i
2-8 PARTE !ESTABLE PARA UNA APLICACION

Dada una Eéplicacibn F= (G AA) de A en si misma f:1A—> A,
llamaremos parte estable para F a todo subconjuntoX C A, de Atal
que:

FIX)C X

sus imagenes por f estan contenidas en X.

29 RESTRICCION Y PROLONGACION DE APLICACIONES
1.—Hes tﬁfccfén:

Dada la aplicacion F = (G,A,B), tomemos un subconjunto XCA vy
consideremos el grafo G’ subconjunto de G tal gque

= X

|
| ;;:rr1 G.
i



A la aplicacion de X en B
F' = (G, X,B}
la Ilamaremos restriccion de F a X.
Es evidente que
¥ x &€ X fix)=Ff(x)

ya que el grafo de F’ estd contenido en el grafode F, v

[x.f (xN€G = |[xF (x)]=[x,Ffx}]

2.—Prolongacion:

Una aplicacion F = (G,A,B) que tenga una restricciéon F' = (G’ X B}
se llamard prolongacion de su restriccion.

F" restriccion de F
F  prolongacion de F'

2-10 SUCESIONES

Sea el conjunto N de los ndmeros naturales. Dado un conjunto X,
Hamaremos sucesidn de elementos de X a toda aplicaciéon

F=(G,N,X)
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I
Esta aplicacigﬁn se suele representar:
siendo i & N,i su imagen por F = (G,N,X) serd un x tal que
(ix}EG

y este par se indica X

APLICACIONES ENTRE CONJUNTOS FINITOS. COMBINA.
TORIA.,

2-11 NUMERO DE APLICACIONES ENTRE
DOS CONJUNTOS FINITOS

Dados dos cunjuntus finitos EYE denyn' elementus respectiva-
mente, cunsaderaremus el conjunto F={fi: E—~ E'l de todas las
aplicaciones Ique se puedan establecer entre ellos. Vamos a probar
que el CﬂﬂjUﬂtﬂ F tiene (/7')" elementos.

En efecto:
Por definicibh de aplicacién, si consideramos

E={xi, %;...%4]

{
E e'zlrz? '"zﬁir

a cada elemento de E le corresponderd uno y uno solo de E’' {uno

cualquiera), luego cada uno de los elementos de E le puede corres-
ponder uno de los n’ Z;.

Una vez elegida la imagen de uno de los x;, siguiendo el proceso a
otro x; le puéden corresponder una cualquiera de las 7', z; (incluso’la
misma que antes} luego a cada x; le pueden cnrrespunder n'z; el
namero tutahde posibilidades sera el producto de todas ellas.

X

i

N
X

N
=



Variaciones con repeticién: Consideremos el conjunto finito E=

x;1i€[1..n]} de n elementos; vamos a llamar variaciones con
repeticion de los elementos de E tomados de p en p a cualquier
sucesion de p elementos de E idénticos o distintos.

Es decir, dos variaciones serdn distintas si difieren en aigiin elemento
0 2n el orden en que estan colocados.

Las variaciones con repeticidn las representaremos V'n, p (que se leera
variaciones con repeticion de 7 elementos tomados de p en p).

Teorema:

Llamando P al conjunto P= }123 .. p}|, vamos a probar que el
nimero V' p es igual al nimero de aplicaciones f que se pueden
establecerentre Py E. £ P - E,

En efecto, cada variacién sera una posible aplicacién, pues cada una

de éstas ordenadamente hard corresponder a todo elemento de P uno
y uno s6lo E igual o distinto.

|

P E

Luego el numero V'n, p es igual a np.

Vin,p=np
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2-12 NUMEROQO DE APLICACIONES INYECTIVAS ENTRE
DOS CONJUNTOS FINITOS

Dados los conjuntos E y E' de n y 7' elementos, respectivamente, y
considerando que en una aplicacidn inyectiva a elementos distintos

de E corresponden elementos distintos de E’, necesariamente E
tendrd como minimo igual niomero de elementos que E.

n = n
Liamemos | al conjunto de aplicaciones inyectivas entre E y E’

I=,filfi:E—+E'

y vamos a probar que el nimero de elementos de | es
o = 1) {0’ = 2) ...({n' =i 1})
En efecto:

Par definicion de aplicacién a cada elemento de E le corresponderd
| . . 3

uno y uno solo de E’ {uno cualquiera), pero por ser inyectiva, una

vez un elemento de E’ es imagen de alguno de E, va no o puede ser

de otro. |

Sea E:%x, ...xné

E'¢$El...zn:

Empezando ordenadamente por cualquier elemento de E:

—a x, le pueden corresponder como imagen una cualquiera de las
n' Z,.

—a X, le pueden corresponder una cualguiera de las n' — 1 z,
{descontando la que le correspondié a x,), v razonando asi
sucesivamente cada uno de los elementos de E tiene una posibili-
dad menos que el anterior. Y el nimero total serd el producto de

todas ellas.

n  {n—=1) (A= 2) wwsmen s o (7" — {n — 1}]
- -.....--_r--._~ " g P M
X X2 X3 Xn
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O sea:
nn—1Nn=2)..0"=n+1)
Apréciese:

~ (Que el numero de factores coincide con n,
-~ Que cada factor es una unidad menos que el anterior.

VARIACIONES SIN REPETICION

Consideramos el conjunto E = ﬁx-, 1/ E{1..n}), de n elementos.
Vamos a llamar variactones sin repeticién de los elementos E
tomados de p en p a cualquier serie de p elementos de E distintos.

Es decir, en unas variaciones no podra aparecer dos veces el mismo x;
y dos variaciones seran distintas si el orden en que aparecen los
elementos de E es distinto. "

Las variaciones sin repeticion las representaremos V n,p, que se leers
variaciones de /7 elementos tomados de p en p.

Teorema:

Llamando P al conjunto P=}1, 2, ...p|, vamos a probar que el
nimero V n p es igual al nimero de aplicaciones inyectivas #; que se
pueden establecer entre P y E.

En efecto; cada variacién corresponde a una serie de p elementos x;
de E en un cierto orden, sin repetirse ninguno, y cada aplicacidn
inyectiva asigna ordenadamente a cada uno de los p elementos de P
un elemento distinto de E.

T, 2 3 woes P
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siendo necesario quep < n

Luego:
Vap=nin=N{n=2)..{n—lp=-MN=nln=-1N{n=2)..ln=-p+ 1)
Notacion:

Llamando m!=m({m—1) {(m—2}) (m~3) ...1 a un producto <
indicado que va de m a 1 descendiendo de unidad en unidad y que
llamaremos “‘factorial de m'" las variaciones V n,p se podran expresar
multiplicando vy dividiendo por la misma expresién (n — p) |

(n—p) {(h—p—=1) (h—p—2) ... 1 nf
Vnap=n(n=1}{n=2) ... (h—p+1) - - =

(n—p) (n—p—1) tn—p—2) .1 (n—p)
!

(n—p)!

Vnp=

2-13 NUMERO DE APLICACIONES BIUNIVOCAS
ENTRE DOS CONJUNTOS FINITOS

Una aplicacidn biyectiva ya vimos que era una aplicacion inyectiva
que ademas era exhaustiva; luego entre conjuntos finitos, para que
dados dos conjuntos E v E' entre ellos se pueda establecer una
aplicacién biunivoca, sera necesario que tenga el mismo numero de
elementos n. Pues cada uno de los elementos de E' es imagen de uno
y uno solo de E y, ademaés, todos los elementos de E’ son imagen de
alguno de los elementos de E.

Llamemos B al conjunto de aplicaciones biunfvocas entre

i #ipeiitid §F = }z,...znf, B=ify Ify i E~ E'
y vamos a probar que el nimero de elementos de B es

nn—1{n—-—2Y{n=3}...1=n!

En efecto; como las aplicaciones biunivocas son aplicaciones inyec-



tivas en que p= n', sustituyendo ésto en la expresion de las
inyectivas queda:

nin=B{n=2)...n—n+1lY=n{n=-1Yn-2..ln—n+1)=n!

Permutaciones.—Consideremos el conjunto E =1 x;lie[1...n]} de n
elementos,
Llamaremos permutaciones de los elementos de E a las variaciones de
los elernentos x; tomados de 7 en n. Es decir, llamandolo Py,.

n! n!

P.=Vnn osea P, = Tl n!

pues par definicién 0! = 1

Es trivial que a cada aplicacidn biunivoca corresponde una permu-
tacibn y el nimero de aplicaciones biunivocas entre E y E' de n
elementos sera igual a P,,.

2-14 COMBINACIONES

Consideremos el conjunto E={x; 1/€[12...n]{ de n elemento.
Llamaremos combinaciones sin repeticion de los 7 elementos toma-
dos de p en p a las sucesiones de p elementos de E, tales que deben
ser todos los elementos distintos, v ademas dos series con |05 mismos
elementos tomados en distinto orden se consideraran la misma
combinacibn.

Las combinaciones las representaremos Cn,p y, evidentemente,
psn

Vamos a probar que:
a i vVnp

Cnp= BT

En efecto: dada una combinacion cualquiera de los x; tomados de p

enp Xa Xq Xy ... Xj
R
p términos
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como variaciones podriamos obtener permutando todos los ele-
mentos que la forman p! series distintas que, sin embargo, como
combinaciones serian la misma, pues s6lo habria cambiado el arden
de las componentes. Luego cada combinacibén da origen a p!
variaciones distintas, es decir, al recorrer todas |as posibles combina-
ciones G n,p reproduciremos las Vn, p variaciones, es decir:

Cnp-pl =Vnp
Expresédndclo en forma de factoriales quedaria:
nf

Vnp  (n —p).f= nd
p/ —  pf fn—p)lp!

Cr.p=

al nimero representado por Cn p se le llama numero combinatorio y

se representa ( ”) que se lee "7 sobrep”
fi

2-14-1 PROPIEDADES DE LOS NUMEROS COMBINATORIOS

1 (E) =1 ¥n

En efecto:

En efecto:

ny _ n! oo n'f_u-|
n) n! (n—n)i nl of  ni



3 (:) B (”iﬁ)

“Dos nameros combinatorios que tienen igual el indice superior y
que sumados los inferiores dan el superior son iguales.”
En efecto:

por definicién ( n) = nl___
P pl (n—pl!

- n )_ n! _ n!
P (n—P fn—=p)! [n—(n—=p}] (n—p) p!

que, evidentemente, es lo mismo.

A (;)+(p:1) = (;i:)

““La suma de dos numeros combinatorios de igual indice superior y
de indices inferiores consecutivos es igual a otro ndmero combi-
natorio de indices iguales al de los menores incrementados en una
unidad.”’

En efecto; hagamos simplemente el calculo teniendo en cuenta:

= _ L _(n—pN
b+ 1)) =(p+1-pl y (n-p-TN =777

gue es evidente por definicién de factorial

(ﬂ)_l_( n ]_ nl % ! = n!
P p+1) 7 pl tn—p)r fp+M n—p—1)1 # (n=p}

i n! _
o+ 1) 17 —p/!
(n—p)

sacando factor comun gueda:

=+

71
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fl

(n) +( n)=_h nf 1.0 n! P+1+n—p
P p+1 pl fn —p)t p+1 pl (n— p}! p+1 -

nf fn+ 1) :E?+ 131
p! (n—p} fp+ 1) {(po+ 1) (n—p)

Il

que es precisamente:

(n+1) _ (n+ 1)t - fn+ 1)/
p+1 (p+ 1 (n+1—=p~1) (p+ 1) (n—=p}H

luego:
(n) i ( n ) _ {n+ 1)
p p+1) — \p+1
La concurrencia de las 4 propiedades permite construir tridngulo de

Tartaglia. ( ) ( )

(%)
(2) ()' cf (2
;
\/\/ ,
\,/\/ ,

Donde todas las filas son simétricas, empiezan por 1 vy cada elemento
interior es igual a la suma de los dos inmediatos superiores.




Definicion de familia de elementos de un conjunto.

Sean X y A dos conjuntos.
Establezcamos una aplicacion A - X tal que

thh“:l*xe)(lh—f»x

al par (Aa x) que pertenece al grafo de la aplicacion £, lo
representaremos por notacion de indices

(h, x}==x,
De tal manera que el conjunto de las imagenes de X por f se expresars
fix)=1xi aeACX
y mas simplemente si A 5 conocido
(x,) C X

Al conjunto (x,/ le llamaremos “familia’ de elementos de X,
teniendo A como conjunto de indices™.

Si el conjunto A fuera el conjunto vacio ¢, la familia {x, } careceria
de elementos, pues no existiria ningin indice

(x:)=1¢
esta familia se llama “familia vacia’'.

Cuando el conjunto A es un subconjunto de los nimeros naturales
A € N la familia de elementos de X se llama sucesion,

(Xn/n €N
que sera finita o infinita segin: |
(» C N) (finito) o (A = N 0 A C N} (infinito)
El propio X puede considerarse como una familia de elementos sin

mas que considerar la aplicaciéon idéntica X - X ¥ xe X x—+ xen la
que X hara tambien de conjunto de indices.

13
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Definicion de familias de conjuntos de un conjunto,

Dados dos conjuntos X, A
Consideremos la aplicacion que a cada elemento A€ A le haga
corresponder un subconjunto de X que notaremos indicialmente [ X,

I}t —* X;.L C X{
Al conjunto de subconjuntos de X

Xa lAeE A

le llamaremos “familia de partes de X" vy lo representaremos
(Xah e A

Para una famitia de conjuntos (X, ) podremos definir una reunion y
una interseccion de conjuntos, Xy.

Reunion
U X, = | X |x € X, para al mengs un A €Al
AEA '
intersecciGn
N X, = X 1xE X5 ¥ AE A
AEA

Si A = N se escribiria

g Re e %
MEN ME N

Esta reunion e interseccidn cumplen las propiedades establecidas, en
general, para las operaciones de conjuntos.



3 RELACIONES BINARIAS EN
TEMA UN CONJUNTO

3-1 Relacion de equivalencia en un conjunto £
3-2 Clase de equivalencia. Conjunto cociente
3-3 Aplicacion cantnica de E sobre E/R

3-4 Descomposicion de una aplicacion

3-5 Eguivalencia § contenida en otra R

3-6 Relacion de orden

3-7 Orden total y orden parcial

3-8 Aplicaciones crecientes y decrecientes
3-9 Elementos maximal y minimal

3-10 Efernento maximo y minimo

3-11 Conjunto bien ordenado

3-12 Conjuntos acotados

3-13 Extremo superior y extremo inferior
3-14 Conjuntos filtrantes

3-15 Intervalos

3-16 Principio de induccién transfinita

3-17 Tearema de Zermelo

3-18 Conjunto inductivo

3-1 RELACION DE EQUIVALENCIA EN UN CONJUNTO E
Dado un conjunto E, establezcamos una correspondencia R {G,E,E)}
cuyo conjunto inicial vy final sea E. Diremos que R es una relacion de
equivalencia si como correspondencia cumple

1-R-R=R

2~ R=R"

Es decir, el producto de la correspondencia R porsi mismaesR y la
correspondencia R coincide con su ¢orrespondencia inversa.
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Consecuencias:

a) de 1. Por producto de correspondencias ¥y como R - R = R,
entonces:

Silfx,yle GAfy.z)le G)= (x,z) € G propredad transitiva

b) de 2:
v (x,y)eG = (y,x)e G,

pero como G = G ', entonces (v,x) € G propiedad simétrica

¢) de1vy2,

vix,y)€e G=(y,x) € G porsimetria
pero (fx,y) € GAfy,x)€ G) = fx,x)€ G por transitividad
luego ¥ x € E(x,x}) € G propiedad reflexiva

0 lo que es lo mismo: son idénticas las proposiciones
XxX€E = (x,x]eG

Luego también podemos definir una relacidon de equivalencia en un

conjunto € como una correspondencia tal que cumple las propie-
dades

1) Reflexiva ¥YxEEex.xleQG
2) Simeétrica xvleG= (y.x)€ G

3} Transitiva x,yle G

vzec)” (X EE

Si (x y) € G escribiremos x R y y leeremos “x relacionado con y”,

Si {x y) & G escribiremos x R y v leeremos “x no esta relacionado
cony”.

A veces se utihizan simbolos especiales:

= igualdad
| paralelismo
= (g €qQuivalencia o congruencia respecto de R



EJEMPILOS:

1.—Sea:

Su producto cartesiano E X E sera

a faslanloc

oy
b 77
V;!,;/bé/////é%
iz 7 w"’;-’ﬁ
d. B

Consideramos el grafo G.

L.a correspondencia R = {G,E,E) define una relacion de equivalencia.
En efecto:

Por contener la diagonal
aRa

Y x&E ixx) EEXE xRx ? bRb reflexiva
cRe

Ademas:
kaﬁa -+ aRa
bRH — BRH
=G = = :
¥ x v/ fyx}eG ?ERE+¢HC
aRec -+ cRa

simetrica

Su transitividad es inmediata, observando el grafo,

2.~5i el grafo solo contuviera [a diagional de E X E, la relacign

de equivalencia se llama igualdad en E.

17
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3.—Sea E el conjunto de las rectas del plano. El paralelismo constituye una
relacion de equivalencia.

En efecto:

rilr % rekE
ry Ve =r br

ry lirs

= ry |l 3
rillrs

En definitiva, desde un punto de vista formal, toda relacidon de
equivalencia R {G,E,E) generaliza las propiedades de |a igualdad en E.
Y retomando, aungue matizado, el concepto de restriccion, la
igualdad en E aparece como una contraccion de cualquier equi-
valencia en E.

Proposicion: Toda funcién f : A - B entre A y B induce una relacion
de equivalencia en A llamada ‘‘equivalencia de aplicacién”,
definida de la siguiente forma:

xE€ A yeE A xRy <= ffx)="~F(y)

En efecto:

Reflexiva.—xRx, pues f{x)=fix}) ¥ x& A

—-SixRy = ffx) = f{y}, que por simetriade laigualdad en B
fly} = fi{x), osea, yRx

Transitiva.—=SixRy = fix}) = ffy}] ysiyRz= f{(z)

y por la transitividad de la igualdad en B f {x) = f (2}, o sea, xRz,

En definitiva:
Tada funcion F: A = B = relacién binaria en A definida por £,



3-2 CLASE DE'EQUIVALENCIA. CONJUNTO COCIENTE

Sea un conjunto £ vy una relacién de equivalencia definida en E,R

Dado un elemento x € E llamaremos clase de equivalencia definida
por el elemento x, que representaremos por C {x/), al conjunto de
elementos de E equivalentes por R a x

C({x) =} y€ Elx Ry
Consecuencias:

1.—Toda clase de equivalencia e€s no vacia, pues al menos
contiene a x.

2_—Dos elementos cualesquiera de C (x) son equivalentes entre si.

En efecto:

Siae C (x}) = xRa y por simetria aRx
Sibe Cix)= xRb

luego {& R x A x R b} por transitividad 2 R 5.

3.—Un elemento cualquiera de la clase se le llama representante
de la clase.

Pues:
¥y E R {x) = xRy
que por simetria
yRx = x € C {y/

4.—Dos clases gue tengan un elemento comdn son idénticas:

En efecto: sea

z E g ::ij siendo en principio C (x) + C (y)

peroa & C (x) = xRa
v a& C{y)= yRayporsimetria aRy

luego por transitividad xRy, o 1o que es 10 mismo, por simetria yRx

79
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0O sea:
v 2 C {x) = xRz:y como ¥yRx = yRz, osea, C (x)CCfy)

pero
vz €C{y)=yRz';ycomoxRy = xRz, osea, Cfy) < C(x)

;f por definicibn de igualdad de conjuntos

Crx)=C(y)

Al conjunto de las clases de equivalencia definidas por R se |le llama
conjunto cociente de E respecto de R v se representa E/R

EJEMPLO:
Las congruencias aritmeticas.

Sea el conjunto Z de los numeros enteros. Dado un enterc m fijo, lamaremos
congruencia modulo /n a la relacion definida:

xEy. si ¥ solamente si x—y=k'm, KkKkSz

Es evidente que las clases de equivalencia las definen los posibles restos gue se
puedan obtener al dividir |os enteros por m, es decir;

C (0) = % e —3mM, =2m, —m, 0, m, 2m, 3m... {

C (1) =|...=8m+1, ~2m+1, =m+1, 1, m+1 2m+1, 3m+1... |

C im—ﬂ =3 ? ~3mt{m=1), =2m+im-=1}, —m+{im—=1), m=1, m+{m-1)... {
Con lo que el conjunto cociente

Z/R =i;mz,3ﬁ1+ W, lm+2/ ...}rhﬁm—'f}

En el caso de que

mes zs=lisii8 4101842, 18 4a) 60 al]

m=86 zng)é{,)éﬂﬂ,}6+22,*6+3{,§6+4$,16+51




Las clases de equivalencia definen una particién en E, pues
a) Por 1.—Toda clase es no vacia
b) Por 4.—Dos clases cualesquiera son disjuntas

¢} por definicion de relacion de equivalencia y por la con-
clusion 1:

¥ x,x € E pertenece a alguna clase, luego reunidas nos dan E.
Es decir:
Relacién de equivalencia en E = particién de E.

De igual forma:

Particion de E = relacidon de equivalencia en E, pues basta definir R

de tal manera que {(xRy) <= (x e y pertenecen a la misma parte de E).

Luego:

R. Equivalencia en E = , particiébn en E.

3-3 APLICACION CANONICA DE E SOBRE E/R

a/ Llamaremos asi a una aplicacibn f: E > E/R, tal que» x € E
Y x EE VMxe Ef(x)= C({x])"suimagen es su clase de

equivalencia”.

Es evidente que, como
Cix)CE F(Cix))=C(x)

es decir, todos los elementos de una clase tienen como imagen su
clase.

Esta aplicacién es exhaustiva, ya que

vC(x)e€E/R, Ax<cE I fix)= C(x)

g1
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3-4 DESCOMPOSICION DE UNA APLICACION

Toda funcidbn entre Ay B, f: A= B se puede descomponer en
producto de otras dos: una suprayectiva y otra inyectiva.

En efecto:

Por la proposicion de 3-1, f establece una relacion de equivalencia
en A que notaremos R definida.

Sixe A ye A, xRy si Ffix)= Ffly)
Consideremos el conjunto cociente A/R; de A respecto de R¢

Por definicidn de aplicacién candnica

Pt 1 A -~ A/R: serd exhaustiva.
Definamos una nueva aplicacion /;
if . A.-;Hf - B

tal que /¢ (C (x}) = f(x), que evidentemente serd inyectiva, pues por
la definicién de R v las propiedades de las clases

si G (x) # C {y) entonces f x) # f (y)

Es decir:

Inyectiva
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esto también se representa f
A ———p B

la descomposicidn se hace a través del conjuntc cociente A/R

Ps

3-5 EQUIVALENCIA § CONTENIDA EN OTRA R i f

Sea el conjunto E y en él definidas dos relaciones de equivalencia S y
R. Diremos que la relaciéon S esta contenida en R si A/
Rf

xSy = xRy ¥x,veEE
se dira que S es mas fina que R.

Luego toda clase de equivalencia de S estard contenida en una clase
de R

CE {XJCCH (X}

Existen relaciones que no son comparablies, es decir:

ni S es mas fina que R
ni R mas finaque S

— La gualdad en E estd contenida en toda relacion de equivalencia
definida en E,

- Toda relacibn R definida en E estd contenidaz en una relacion
universal Vg, cuya unica clase de equivalencia es ¢l propio E.

EJEMPLO:

Sea el conjunto Z de los enteros y consideremnos las congruencias aritméticas
Z/2, Z/4, evidentemente, Z/4 es mas firme que Z/2.

2= 113, 3411}
zia= (4], 1d+1], ld+2f, fd+3)l

¥ se cumple
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c 13 1l 13+ 1]

la+2{ < 13 la+3f c 12+1]

Es decir, Cz/4 C Cgz/9; las clases de Z/4 estan incluidas en las de 2/2,

36 RELACIONES DE ORDEN

Dado un conjunto E, establezcamos una correspondencia R, (G,E,E)
cuyo conjunto inicial y final sea E. Diremos que R, es una relacidn

de orden si como correspondencia cumple

=« Ba~ Bag= Rs
2. R, N Ry' = A siendo A la diagonal principal de E X E.

Es decir, si el producto de la correspondencia por si misma coincide
con R, y si la interseccion con su correspondencia inversa nos da la
diagonal principal de E X E; dicha correspondencia definird una
relacion de orden.

Consecuencias:

a) De 1.—Por definicién de producto de correspondencias.
S x,v)e G Afyz)e G)= (x,z) € G propiedad transitiva.

6} De 2.5 f’iyii g_, (x,v} €GN G '= A, luego x = v, pro-
24 piedad antisimétrica.

¢/ De 2.—Por interseccion: GNG ' =A== (ACGAAC G ')
¥Yx xe€EkE {(x,x)e G= propiedad reflexiva.

O sea, son equivalentes
XEE = (x,x)E G

Es decir, podriamaos definir una relacién de orden en un conjunto E
como una relaciéon binaria que cumple las propiedades:



1) Reflexivax¥ x€ E (x,x})€ G

2) Antisimétrica(x,y)e G{ _ y
(y.x) € G
3) Transitiva Eg :g = (x,2) € G

Notacion: Cuando en un conjunto E, definimos una relacion de
orden R, {G,E,E}, indicaremos x < y como equivalentea x,y) € G y
leeremos ‘“‘x anterior ay”™.

De igual forma y > x se leerd "'y posteriora x"'.
En el caso en que con seguridad x # y se indicara:
X < y “x estrictamente anterior a y”".
x > y “x estrictamente posterioray”.

Relacién de orden inducida sobre un subconjunto A de E.

Sea un conjunto E v en él definida una relacibn de orden Ro (G,E,E},
si consideramos un subconjunto A de E, podemos establecer el
grafo G’

G'=AxANG

que definiria otra relacidon que también seria de orden R'; (G'A A)
inducigda por G’ en A, pues:

al] G'Cc Ax A

b] GCG
y por tanto, cumpliria para A las mismas propiedades que G para E.

3-7 ORDEN TOTAL Y ORDEN PARCIAL

Orden total.—Una relacién de orden R, definida en un conjunto E
diremos que es de orden total si:

vxCE ¥ycE secumple x < y) v {y < x)
es decir, para cualquier para de elementos de E, obien{x,yJeE G o©

(v,x] € G.
“Cualquier par de elementos es comparable,”

85
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Un conjunto se llama totaimente ordenado si se ha definido en él un
orden total,

Orden parcial.—Diremos gque una relacion de orden Ro definida en E
es de orden parcial cuando:

Ixc E, dyce E talesque: XLy A y&€X

Es decir:
Ax,y)e ExE {{x,yv] & GA (y,x} &€ G)

O sea, podamos encontrar pares de elementos de E no comparables
por Ry,

EJEMPLOS:

1.—El orden natural en N €5 un orden total.
2.—Dado un conjunto E, consideremos el conjunto P{E} partes de E.

La relacion de inclusion en P{E} constituye un orden parcial.
En efecto:

¥ A, A< P(E} A C A reflexiva.

AT B T e TR
B C A} = A = B antisimetrica
ACH -

B C C'%- = A T C transitiva

Sin embargo, podemos encontrarnos con.

X € P{E]
Y € P(E)

pero:

X& Y v Y& Xqueno fueran comparables.




3-8 APLICACIONELES CRECIENTES Y DECRECIENTES
Dados dos conjuntos E y E' ordenados diremos:
a) que una aplicacion f es estrictamente creciente, - E = E', si
x <y = flx) < Hy)

a') que es creciente si

x<y=fix})<ffy)

b) que es estrictamente decreciente si

x <y = f(x)> fly}
b'} que es decreciente si

x<y= fix) = fly)

En general, diremos que una aplficacion es monoétona si es creciente o
decreciente,

39 ELEMENTOS MAXIMAL Y MINIMAL

a) Sea el conjunto E y en él definida una relacidén de orden Ry, si
existe un elemento ac E y tal que ¥ x€ E, a< x=+a=x,
este elemento a se le llama elemento maximal de E. Es decir,
en E no existe ningln elemento estrictamente mayor que a.

b} Dado un conjunto E vy en éi definida una relacién de orden
Ro, si existe un elementoa € E y tal que vy xe E, x<a=
x = a, este elemento a le llamaremos elemento minimal de E.
Es decir, en E no existe ningan elemento estrictamente menor

que a.

EJEMPLO:

seaE:32,4,?,1u,13,15£
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y definamos xSy = y=x
Es decir: ¥ mayor gue x si ¥ es mUltiplo de x.

Que representindola graficamente:

2 sera elemento minimal, v 7, 10, 13, 16 seran los elementos maximales; siendo /
el 7y el 13, a [a vez, maximales y minimales. 4

310 ELEMENTOS MAXIMO Y MINIMO \\10

a) Elemento maximo.
En un conjunto E ordenado, llamaremos elemento maximo 2€ E a 13
unelemento talque ¥ x€ E x < a.

b) Elemento minimo.
En un conjunto E ordenado, llamaremos elemento minimo a< E a
un elemento talque ¥ x < E a< X,

TEOREMA

En un conjunto ordenado, si existe elemento maximo (minimo} es
unico,

En efecto, supongamos gue no, que existen dos elementos a y &
maximos, distintos.

Porseramaximo¥ Xx€E x<aycomoa’'€E a'<a
Porsera’ maximov¥ Xx€E x<a'ycomoac E a<a’

Luego por la propiedad antisimétrica

a=a

|dem para minimo,

EJEMPLO:

SeaE=}abel yseaP(E}= >¢Ja{_?b{_3ci_kab{,%ac{ \be, }abc[i



Tomemas ACPIE) A= aat ' Eabf }abc{%

Representando la relacion de inclusion en A por flechas:

a

_f 11T:;:.au!:»{ - abcl
b}

El maximo sera ta b r:é, pues todo elemento de A es anterior {en la inclusion) a
él.

No existira minimo.

311 CONJUNTO BIEN ORDENADO

Un conjunto se llama bien ordenado cuando todo subconjunto de él,
considerado como conjunto ordenado, tiene un elementoc minimo.

312 CONJUNTOS ACOTADOS

Dado un conjunto E ordenado, lamaremos “cota inferior’” ¢ mino-
rante de un subconjunto X de E, X< E atodoelementoc € E,tal que

¥YXxeEX =X

Analogamente, de un conjunto E ordenado, llamaremos “cota supe-
rior” o mayorante de un subconjunto X C E a todo elemento ¢ < E,
tal que

Wxe X x<c¢

Es evidente que si ¢ es cota inferior de X y ¢’ < ¢, ¢’ también es cota
inferior.

Y si ¢ es cota superior de X y ¢’ > ¢, entonces ¢' es también cota
superior. Si un conjunto X posee cota superior se {lama acotado
superiormente; si posee cota inferior, acotado inferiormente, y si
posee ambas, conjunto acotado.
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3-13 EXTREMO SUPERIOR Y EXTREMO INFERIOR

Dado un conjunto E ordenado y un subconjunto XCE, acotado:

a}) Hamemos M al conjunto de las cotas superiores de X, eviden-
temente M C E; al elemento minimo —cuando exista— de M
le llamaremos extremo superior de X (a la menor de las cotas
superiores).

b) Llamemos m al conjunto de las cotas inferiores de X, m C E
al elemento maximo de m (cuando exista) se le llama extremo
inferior de X (a fa mayor de las cotas inferiores).

Por el teorema anterior es inmediato, que si existe extremo superior
{¢ inferior) sera Unico.

Es evidente que:
— Si E ordenado y A € E admiten extremo superior e inferior

inf. A< sup. A

- Si ACE y B CE admiten extremo superior {0 inferior), entonces
siACB

inf. B < inf, A
sup. A< sup. B

3-14 CONJUNTOS FILTRANTES

Un conjunto ordenado E se llama filtrante decreciente cuando dados
dos elementos cualesquiera x y de E, existe otro z€ E tal que

2 X AzZ2sy

Analogamente se define el filtrante creciente cuando para dos ele-
mentos cualesquiera de E, x, y existe un z € E, tal que:

Z=X N Z=2YVy



3-15 INTERVALQOS

Sea un conjunto E totalmente ordenado y dos elementosac EbeE E
tales que g < b ltamaremos intervalo de origen & y extremo &:
a) Intervalo cerrado

[ab] =} x€ Ela<x<b]|
b} Intervalo semiabierto a la izquierda

lab]={x€Ela<x<bi
¢} Intervalo semiabierto a la derecha

[ab[=3x€Ela=§. x<b

d) Intervalo abierto
a b = jx€ E a<x<b|

Existen tipos de intervalos ilimitados:
a) De origen 2 ilimitado a la derecha

cerrado [@a—[= |Xx€E Ela<xi
abierto ]a—r[=5(xEEIa{x{

b) De extremo b, ilimitado a 1a izquierda

cerrado ]{—blzijElb;xi
abhierto ]*—b[=§xEElb}x:

El conjunto E, el mismo, es del tipo doblemente ilimitado

Rl

3-16 PRINCIPJO DE INDUCCION TRANSFINITA
(PRINCIPIO DE RECURRENCIA)

Sea E un conjunto bien ordenado vy Pfx} una funcion proposicicnal
gque establece una propiedad P para l0s elementos x de E.
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“Si para cualquier x € E se tiene que los elementos de E anteriores a
x cumplen la propiedad P y esto implica que x también fa cumple,

entonces todos los elementos de E cumplen la propiedad P”.
Es decir:

Hipdtesis
[((x EEAyeEEIl y<x)= Pfyl)] = Pix)

fesis
Pix)] wxe€E

En efecto: Supongamos que existe ACE subconjunto de E tal que sus
elementos no cumplen P

A={z17P(z){ ACE

por ser E bien ordenado, A tendrd un elemento minimo z,.€ A
anterior a todos los elementos de A. Analicemos este elemento z;.

1) Porserz, € A, "t P {z,) no cumplird la propiedad P.

2) Pero consideremos el conjunto BCE,B={yly<z,! como

YyveB=y&A, entonces ¥y € B se cumplird la propiedad
Py}, vy como por hip6tesis

si [(¥y EE,¥y<z,)Ply)]= Pfz,)

se llega a la conclusidn que 2, s/ cumple la propiedad P, luego es

contradictoric que z, cumpla y no cumpla P, luego no puede existir
el conjunto A.

3-17 TEOREMA DE ZERMELO

Todo conjunto puede ser bien ordenado {sobre todo conjunto se
puede definir una buena ordenacién),

3-18 CONJUNTO INDUCTIVO

Se dice que un conjunto ordenado E es inductivo si todo subcon-

junto totalmente ordenado de €l tiene al menos una cota superior en
E.



4 ESTRUCTURAS
TEMA ALGEBRAICAS: GRUPOS

4-1 Leyes de composicion

4.2 Parte estable de un conjunto para una Lci
4-3 Propiedades de las leyes de composicion
4-4 Cornjuntas con una ley de composicion interna, Teoremas
4-5 Grupo. Teoremas

4-6 Grupo abeliano. Teorems

4-7 Subgrupos. Teorema

4-8 Homormorfismos entre grupos. Teoremas
49 C(lasificacion de los homormorfismos

4-10 Nacleo de un homomorfismo, Teorema
4-11 imagen homomoria de un grupo. Teorema

4-1 LEYES DE COMPOSICION. DEFINICION

Consideremos un conjunto E cualquiera. Llamamos ley de composi-
cidon interna (l.c.i.) definida sobre E a una aplicacion

EiEX B E
Siende E X E e! producto cartesiano de E por E.
Por definicidn, pues, de aplicacion:
¥ (x,y)ixylecEXE, Al zz€El fixyl=:2

l.uego a cada par {x,y) de elementos de E queda asociado uno y sdlo
un elemento z de E. Esto podriamos pues indicarlo sin mas asi:

(x,y} -z

Omitiendo ya la f que sdlo indica *‘corresponde uno y solo uno”, lo
cual viene ahora indicado por la flecha.
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También, puesto que a cada par (x.y) va asociada una imagen v sola
una, fix,y}, la podemos representar por

fix,yl=x1y

donde 1 es un signo convencional que por si solo no indica nada.

La proposicion “x 1 ¥y’ es equivalente a: “x 1 yes imagen por medio
de f del par (x y}”.

Puesto que una aplicacion entre dos conjuntos dados viene definida
por las imagenes que da de cada elemento del primer conjunto, v las
imagenes las escribimos con el simbolo |, podemos, pues, decir sim-
bolicamente que L es la ley de composicién definida sobre el con-
junto E.

La ley de composicion | definida sobre E, por ser una aplicacion,
posee un grafo G cuya primera proyeccion es el dominio:

proy G; = EX E
y Cuya proyeccion segunda es un subconjunto de E:
proy, GCE

En la prictica se utiliza para designar las leyes de composicién los
simbolos {+), (-), (X ), etcétera.

EJEMPLOS:

1) Supongamos que el conjunto E sea finito v sus elementos sean:

E=lab.cdel

Entonces el producto cartesiano E X E es un conjunto gue
podemos representar por:
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Consideremos la aplicacion f: E X E -~ definida como indica la figura:

Entonces esta aplicacion es una ley de composicion interna que podemaos
representar por la tabla:

» diciendo ala=a

> n clb=¢

@.——b I dlﬂ:ﬂ

2) Sea ahora E el conjunto E = Ex; Xg X :-:4{ y definimos en el la ley de
composicion ¥a,6EE  al b=a Entonces la tabla de esta ley sera;

1 es la aplicacion que 'vfa b}, fa b) € E X E = f{a b} = a. A cada par le asocia su
primera componente.

4-2 PARTE ESTABLE DE UN CONJUNTO PARA UNA L.C.1.

Sea E un conjunto cualquiera y A € E un subconjunto de él.
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Supongamos que se tiene definida sobre E una ley de composicion L
tal que

* fab),fab)ce EXE-albeE

Decimos entonces que A es una parte estable para dicha ley de
compaosicion si

wX, ¥V, XEA YEA XLYyEA

lo que podemos enunciar diciendo: “"Los elementos que se obtienen

al gperar la ley de composicion interna sobre los pares de elementos
de A son elementos de A.”

EJEMPLO:
Consideremos el conjunte 2 de los nimeras enteros positivos:
Z'=41,2,3.. ,{

Definimos en €l una ley de composicion interna que llamamos producto y gue
representamos por.

W x Ny xe2Z' yez' (xyl=>x.yvE€Z

Tomemas ahora un subconjunto de Z*. El conjunto de los multiples de 2.

ACZ A=§]a|aEZ*ha=2'fi
Entonces: % a.8' € A faa’)-—*a-a":i D=
Luego:a*a’ € A

Se dice, pues, que A es parte estable del conjunto de los enteros positivos para la
multiplicacion.

4-3 PROPIEDADES DE LAS LEYES DE COMPOSICION

Estudiaremos ahora como propiedades de las leyes de composicion ia
asociativa y conmutativa.



a} Asociativa.~Dado un conjunto E, sea | la ley de composicion
definida sobre él. Se dice que esta ley es asociativa si

v xv.z€e E xlfylz)={(xiyllz

Entonces si la ley es asociativa, podemos aliminar los paréntesis,
teniendo sentido escribir la composicion de tres elementos de E, por
ejemplo, asi:

xlylz wxyzcE

puesto que

xlylz-(xly}lLz

donde x 1 ¥ es un elemento de E que podemos llamarlec, vy ¢ L z es
otro elemento de E que le llamaremos d. Y asi aungue fuera un
numero mayor de elementos.

Se puede utilizar para representar la ley el simbolo (-} notacién
multiplicativa. En este caso acordaremos llamar al elemento imagen
del par (x,x} = x?

(x,x}) = x-x=x?
Cuando la ey (-) es asociativa, esta notacion se puede generalizar:
(x> x)-x=x-{x-x}=x

y, en general:

XXx-~x...x=x"

e e

1 VeCEes

Si utilizamos la notacion aditiva {+) v la ley es asociativa, entonces,
al elemento gue corresponde al par {x,x) se le puede representar por

(x,x}) =+ x+x=2x
¥ en generaf

X+ X+ Xx...+Xx=n-+-x
B g ol T

n veces
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b) Conmutativa.—Sea E un conjunto dado v sea | una ley de
composicion definida en él. Se dice que dicha ley es conmuta-
tiva si:

¥ x,y€E Xxly=ylx

EJEMPLO
Consideremos un conjunto A vy sea E = P{A). Definimos » en E la ley de
composicion del siguiente modo:

vx, yveE X*y=xfy

x Ny €P(A), puesto gue la interseccion de dos subconjuntos de A es otro

subconjunto de A.
La ley {*} asi definida es asociativa:

¥Yxyz€EE (x*ylrz=(xNy)Nz
x*fy»z)=xNfy Nz

¥y coma lainterseccion es asociativa

(x )} xz=x *{y »z)

La ley {*} es conmutativa.

YxyEE f(x*v)l=xnvy
fy «xX)=yMNx

y puesto que la interseccion es conmutativa:

X =)y £X

4-4 CONJUNTOS CON UNA L.C.1.

Supongamos un conjunto E sobre el que se ha definido una l.c.i. 4.
1} Elemento regular.—En un conjuntoc E con una lc.i. cual-
quiera, en general no es cierto que

¥YXEE Xxla=xl =sa=p



Sin embargo, hay algunos elementos particulares en el conjunto para

los que si es cierto.
Llamamos elemento regulfar de un conjunto E, con una ley L a un

a < E, tal que:

gix=agly=x=yVy
v x<E
"xla=yia==-x=y

en este sentido, se dice que al elemento regular se |e puede aplicar la
regla de simplificacion

2) Elemento neutro.—Se llama asi a un elemento e € E, si existe,
tal que

¥vxeE elx=xle=x (1)

Teorema 1: Dado un conjunto E con una ley L, si existe elemento

neutro €, éste es Unico.
Para demostrarlo lo haremos por reduccidon al absurdo.

Supongamos que existen dos elementos neutros distintos:

ecE v €e'€eE e #+e'-
Entonces, por definicidn de neutro e':

wxeE elx=xle =x {2)

v por definicion dee’':

¥yxckE e'lx=xle' ' =x (3)

Particularicemos la ecuacion {2) para x

I

Particularicemos la ecuacion (3) parax=¢' e’ le' =e le'=¢

|
mn.
4]
I—
i

E
i+
—
D

b
o

i

contrariamente a la hipotesis de que eran distintos, luego el neutro es

unico.
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Ejiemplo 1: En el conjunto de los enteros Z, si definimos en él la multiplicacion
(-}, el 1€ Z es elemento neutro, pues

MxEZ Xx*1=1rx=x
Ejiemplo 2: En el conjunto E = P(A), visto anteriormente con la ley
¥xy€E xly=x0Ny
gl elemento neutro es el conjunto A € P{A), puesto que:
YxSE xNA=x
Ejemplo 3: En el conjunto E = P(A), si definimos la ley (*) como
YxyECE xry=xUy
el elemento neutro es el conjunto Vacio ¢ € E, puesto que

¥YXEE xUg¢=x

3} Elemento simétrico.— Supongamos que el conjunto E admite
un elemento neutro e € E para la ley i.
Llamamos simétrico a fa izquierda de un elemento x € E, a todo
elemento x' € E tal que

!

X lx=¢8g

Y se dice que x'* € E es un simétrico a fa derecha del elemento x € E,
Si

xXlx'"'=e

Dado el elemento x € E se llama simétrico simplemente a todo
gelemento x" € E tal que

xlx=x'Lx=e¢e

Ejemplo 1: Sea el conjunto E=Q — "jD% {los racionales distintos de cero) ¥
consideramos la ley producto (-) definida en el. En este conjunto todos los



elementos tienen simétrico {que 1o es a su vez a la derecha v a la izquierda), que
por ser la ley multiplicativa se le denomina “inverso” y se le representa por

1
-1 _ 1
T3

Ejemplo 2: En el conjunto de los racionales Q con ley (+) todos los elementos
tienen simetrico, que, ahora, por ser la ley aditiva se llaman “opuesto’ v se
representan por /— xJ

YxcQ x+f~x)=f-x)+x=0D

Teorema 2.—Sea E un conjunto con una ley de composicion L
definida en él. “La condicion necesaria y suficiente para que un
elemento x € E tenga un simétrico x’ € E, es que exista algin
simetrico x'; a la izquierda de x v algln simétrico de x a la derecha
x' ;. Ademds, este elernento simétrico x’ es Unico.

En efecto: Para ello supongamos, como dice el enunciado, que
x posee algin simétrico a la izquierda y algin simétrico a la derecha.
Como estos simétricos podrian no ser Gnicos, para mayor generalidad
supondremos gue x posee un conjunto de simétricos a la izquierda
1S;{ , ¥y un conjunto de simétricos a la derecha gES,‘.:,I ;

Los elementos de §; cumplen, en virtud de su propia definicién, que:

Y los de S;:

¥x' g, X4€8; xlx'y=e (5]

Tomemos ahora un elemente a'; € §; fijo. Entonces por definicién de
neutro

ai=ale
Tentendo en cuenta {5)
ai=ailfxlx'y)] ¥x'q x'q€Sy

Y por la propiedad asociativa:
ailixLx'y)=1(a;1lx)Lx'
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Aplicando ahara el segundo miembro la expresion (4) queda

ai=alixlx'qg)=(aylx)lxg=eitx'y=xy

Luego

¥ Xy, XgESy=xg=al.

Es decir, que el conjunto Sy es el conjunto de un elemento

Sq = (a";{. Del mismo modo, tomando ahora al (nico elemento
a'i € 8y y teniendo en cuenta (4} y {5).

dimeldi=(xix)lai=x'iL{xla)=xile=x', ¥x', x', €85

Luego S; es también el conjunto de un elemento
S = a'.-% = Sy
El elemento &', cumple pues
xla',=a,l x=8e
Luego &', es el unico simétrico de x, vy le representaremos por x'.

Inversamente: Si un x € E viene por simétrico x’, por definicidn

xLlx'=x 1Lx= e Luego x' es ala vez simétrico a la izquierda y a la
derecha.

Teorema 3.—8i x € E tiene como simétricoax’ € E, entoncesx’' € E
tiene como simeétrico a x. Es decir:

()= x
En efecto, si existe algtin simétrico de x’, habra de cumplir
fx)1lx'=x"1(x) =e

y por {a dltima expresion del teorema anterior vemos que el elemento
x cumple estas igualdades, luego es el (inico simétrico de x'

(x) =x



4-5 GRUPO

Llamamos grupo al par {G, L} formado por un conjunto G y una l.c.i.

definida sobre €l, que cumple las propiedades siguientes:

0) Por definicion de |.c.i. sobre G:

v a,be( albe

1} Asociativa

va bceG alilfble)=(albllc

2} Existe elemento neutro

dl ecGlvae(d ela=agle=a

3) Existe elemento simétrico paracadaa € G

vac@G I 3l aLa=ala=e

Teorema 1.—En todo grupo (G L) para todo par de elementosa y b
de G existe uno y solo un elemento x € G, que resuelve la ecuacidn:

(1) alx=25>

En efecto, por ser 2 un elemento de G tiene un simétrico a'€ G tal

que
ala =a8la=e¢e

En la ecuacidn (1) operamos a la izquierda con a’
a'lfalxl=alb

en virtud de la propiedad asociativa:
fa’Ltallx=a"1b

es decir;

elx=alLb=x=4a81b
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Comoa € Gy b€ G, entonces 2' L b € G y por definicion de 1, es
unico.

Teorema 2.—En todo grupo {G,1} para todo par de elementos a,0,€ G
existe también un Onico elemento y,¥ € G que resuelve la ecuacion.

yla=bh
En efecto: como a € G tiene simétrico a'€ G luego:
fvla)la =bia
por asociatividad

ylfalal=»bla
yie=bla =y=0b14a

4-6 GRUPO ABELIANO
Se llama grupo abeliano a un grupo cuya ley es ademas conmutativa.
Si (M,*) es un grupo abeliano, la ley » ademas de cumplir (0), {1},
(2}, (3), debe cumplir

4) M XVYEM Xx*»y=yaxx

En un grupo abeliano, los elementos x e y de los teoremas {1) y (2)
anteriores son iguales.

Tearema 3.— Si x e y & G tiepen unos simétricos x', ¥ € G, x Ly
tiene como simétrico: y’ L x’

(xiy)l =y Lx
En efecto, vamos a ver que este elemento es simétrico de x 1 y:

a) (xLy)ify'Lx')=xliylyllx' =xlelx' =xlx'=¢e

b) (¥ Lx')ifxlyl=y L(x'Llx)]ly=y lery=yLty=e



(como queriamos demostrar), luego ¥' 1 x' compuesto con x L y por
la derecha y la izquierda da el neutro, o sea, es su simétrico.

Ejemplo 1.—Consideremos el conjunto de los enteros Z con la ley + definida en

el. Entonces (Z, +) es un grupo abeliano, porque cumple las propiedades:
0)

O ¥xyE€ZA z€Zlx+y==

NVxyz x+fy+z)={x+yl+z

2) J0EZIVXE2Z O0+x=x+0=x
A¥xeZA (—x) | x+(—=x)=(—x)+{x})=0
d ¥xyEZ x+y=y+x

Tambien el conjunto de los numeros racionales definiendo en ellos una
ley -+ constituyen un grupo abeliane.

El conjunto de los racionales no nulos con una ley (*) definida en ellos
constituyen un grupo abeliano multiplicativo,

Hemos visto al principio del tema, que cuando un conjunto tiene un
nimero finito de elementos, la ley de composicidn definida sobre él
puede representarse por una tabla. Por otra parte, se ha definido que
un grupo es un par {conjunto, ley) con unas determinadas propie-
dades. Ahora bien, si la ley cumple estas propiedades, vendrsn
reflejadas en la tabla. Por tanto, un grupo con un nimero finito de

elementos se puede representar por la tabla correspondiente a su ley
de composicion interna.

Asi, consideremos el conjunto finito: G = }a.} 8, 8, aﬁ ylaley L
dada por la tabla:
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S trata de ver si el conjunto G puede tener estructura de grupo con
esta ley.

— En primer lugar chservamos que posee elemento neutro a, pues
¥a,€@ a;la, = ay ta, = a;. Luego podemos decir que el elemento
neutro se caracteriza en la fabla porque en su fila y columna
correspondientes se repiten los elementos de G en el mismo orden.

— Todos los elementos tienen simétrico. El simétrico del neutro a, es
el mismo a,. El simétricc de &, es a,. En la tabla 3, - a, = a, -
-4, =4d,. El de a, es a,, como se observa en la tabla, pues
a8, *d, = 8y, Y por supuesto, el de a2, es a,. Es decir, en todas las
filas y columnas aparecerd una vez el a,.

Sin embargo, hay un detalle importante, v es que dados dos
elementosa, € Gya, € G, la ecuacion

xla =a.

no tiene solucién Unica, pues:

y esto es imposible en la estructura de grupo.

Luego podemos generalizar diciendo que para que una tabla corres-
ponda a un grupo, no se debe repetir ningln elemento en ninguna fila
ni en ninguna columna.

Sera grupo, por tanto, el conjunto G con una ley 1 que venga dada
por la tabla.

a,la, = imagende(q, a;)

a, 4 4, = imagen de (a, 3,)

Compruebe el lector las propiedades de |.
Cuando el grupo es abeliano, la tabla es simétrica repecto a la



diagonal principal, ya que esto significa qgue la imagen, por ejemplo,
del {fa, a,) es la misma que la imagen del elemento (a, a, /.

Vamos a ver ahora un problema inverso de éste, Consideremos tres
elementos x; x, x, cualesquiera. La pregunta es ahora: {Cudntos
grupos se pueden formar con tres elementos cualesquiera? Eviden-
temente tantos como leyes de composicion que cumplan {1}, {2} vy
(3) podamos definir. Vamos a hallar estos grupos.

a) En primer lugar un grupo debe tener elemento neutro. Sea
x, =@, puesto gue los tres elementos son cualesquiera. Esto
quiere decir ya que:

XQ l)ﬁ =..‘-":'1 _Lx: =J¢'3

X;; l)i'l =.-¥'| .L)i'3 =}|:'3

b) Cada elemento del grupo debe tener simétrico dentro del
grupo. Entonces como x; va es el neutro, sélo caben dos

posibilidades:
1) 86, =%, l
X'y = X3
2} x,: == x3 ;
X3 = X3

Veamos si en cada una de estas dos posibilidades se obtiene un grupo.

1)
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x, 1 x5 puede ser igual, en principio, a x; 0 x; O X;

Six, Lxy; =X, = X3 NeUtro _
no es posible, pues el neutro es x,.

Si;’fz lx:!, = X3 #x‘z neutro

Por el mismo razonamiento se llega a que x; | x, = x,, quedando la
tabla del hipotético grupo comao:

Se repiten elementos en filas y columnas, luego se estd violando
el tecrema 1 de grupos. Es decir, esta posibilidad 1) no puede llevar-

nos a un grupo.

2) X,=X,
X=X,

X, 1 X, puede serx, ox, 0x,.Si fuese x, esto querr Ia decir gue X,

s simétrico de é! mismo, lo cual es falso por hipdtesis. Si x; 1 x; =
- x, significaria que x, es el neutro, contrariamente a la hipotesis de



que el neutro es x, . Luego necesariamente x, i X, = x> Razonando
del mismo modo obtenemos x; L x; = x,.

Quedando la tabla:

en la que se comprueba fdacilmente que se cumple la propiedad
asociativa y conmutativa. Luego el conjunto x, x, x; , con esta ley
es un grupo abeliano.

Este resultado lo podemos enunciar diciendo: “Sélo puede existir
una estructura de grupo con tres elementos””.

4-7 SUBGRUPOS

Dado un grupo G con una ley L, decimos que un subconjunto H de G
es un subgrupo de G si es una parte estable de G para la ley L v
ademas cumple las dos condiciones:

1) El elemento neutro e de G pertenecea H:e € H.
2} El simétrico de todo elemento de H estda también en H.

{Y, tambien, puesto que una /Lc./. de G es una aplicacién como
vimos, 1:G X G —+ G, esto es tanto como decir que H sea grupo para la
restricciondeLaHX H, L1 HX H-> H.}

Las condiciones para que un subconjunto de un grupo sea subgrupo
s¢ pueden reunir todas en una sola en el siguiente teorema:

Teorema 1.—Dado un grupo G y un subconjunto de él H C G, la
condicion necesaria y suficiente para que H sea subgrupo de G es que

vabeH alb e H.

Demostremos primero que es condicion necesaria:

S H es subgrupo, por (2} si be H= b'€ H y ahora por ser parte
establede G,sise Hyb' e H=a3ib' e H,

Es condicion suficiente:

1) La asociativa se cumple por ser H un subconjunto de G.

2) Considerando elcasoa=h,acH=>2ala' € H peroala = e.
Luego el neutro pertenece a H.

3) Tomemos el neutro ec H y wb€eH, eLh' €H, pero
elh =p',

Ple|

PP
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Luego el simétrico de cualquier elemento b € H pertenece
también a H. Con 1o cual queda demostrado que se es sub-

grupo.

EJEMPLO:

1) Los numeros racionales son un grupo para la adicion y los numeros
enteros constituyen un subgrupo de los racionales para la adicion, puesto
que Z C Q,

2} En la tabla de la fig. 34, que corresponde a un grupo G, los elementos
lag a,} constituyen un subgrupo con la restriccion de la ley L. Es decir:

Teorema 2.—Sea un grupo G. La interseccion de dos subgrupos H, C G

v H, € G del mismo grupo es otro grupo,
En efecto: Si H, C G y H; C G, entonces, evidentemente,

H, N H, € G. Luego basta con probar lo que dice el teorema
anterior, Es decir, hay gue demostrar que

yxyeMH,NnH, xly €H, nH,.

Por ser H, subgrupo siy€ H, = y¥' € H, vyasuvezsi x &€ H,
=x1y'€H,-

Y como H, es subgruposiyvE€E H, > y'€ H, yasuvezsixe H, =
=x Ly € H,.

Luego x L ¥’ € H; N H;, que es lo que queriamos demostrar.

4-8 HOMOMORFISMOS ENTRE GRUPOS

Sean dos grupos (G, L) y (H, x}. Llamemaos al neutro de G, g, vy al

neutrode H, e _.
Por definicion llamaremos homomorfismo entre el grupo G yelH,a

toda aplicacion gue cumpla:
wxy G fixly)="Ffx)=Fy)

O sea, tal que la imagen de la composicion de dos elementos de G es
la composicidn de sus imdgenes como elementos de H.
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EJEMPLO:
Sea (G, L} = (2,4} y (H,*} = (R-}0],)

Es decir, los enteros aditivos v los reales {salvo el cero) con la ley multiplicacion.
Definamos la aplicacion

ﬁZaH_m

———

de!lsiguiente modo:
MYxEZ~—eXxER -0

siendo ¢ la base de los logaritmos nepperianos,

Entonces,
paraa € 2 -~ e? = ffa)
hEZ—eb=rp)
y tambien
atbecZ—+e2"P =fa4h)

Cumpliendose que ffa + b} = f{a) * f(bj, luego £, asi definida, es un homo-
- morfismo entre grupos, pues fa) - ffb) =e® - P =e2* b = f5 + ).
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Teorema ?.%—f(eil — e+: La imagen del neutro de G es el neutro de H.

Teorema 2.—wa < G f(a') = [f(a}]': La imagen del simétrico es igual
al simétrico de la imagen.
Demostremos: 1.--Por definiciondee;, €a€ G ale =€ 1la=a.

Luégﬂ

ffalel=#fal (1)
Por definicq’i&n de homomorfismo,
ffale) = fla) » ffe) (2)

Cumparandb (1) v (2) queda: ffa} » ffe ) = ffa), que por definicion
de neutro implicara

flfey) = e,

Demostremos: 2.—Por definiciéndea’ :a'la=ala =e.

Luego
fa' Lla) = fle)) =e,. = ffa') « fla) = e,
ffala')=fley)=e, =ffa) »f(a')=e,

Y 8St0 nos d:ice gue el simétrico de ffa) es f{a'). Pero el simétricode
fla) es [f(a}]', luego [f(a)] = (a').

4-9 CLASIFICACION DE LOS HOMOMORFISMOS

Los homomorfismos los clasificaremos por la tipo de aplicaciéon que
los determina.

EPIMORFIS:MDS: Si la aplicacion f:G — H es sobre {exhaustiva).
I
ISOMORF ISMOS: Cuando la aplicacidn f es biyectiva.

ENDOMDHI%ISMOS: Cuando se trate de un homomorfismo de un
grupo Eniisf mismo £-:G - G.

AUTOMORFISMO: Es un endomorfismo cuando la aplicacién es
biyer:tiuq, o bien un isomorfismo de G sobre G.



Por supuesto, si G-+ H es un isomorfismo, existe el isomorfismo

reciproco f' :H -+ G. Consecuencia que se desprende de 1a definicion
de aplicacion biyectiva,

La aplicacion idéntica de un grupo en si mismo l;:G— G es un
automorfismo.

4-10 NUCLEO DE UN HOMOMORFISMO

Dado el homomorfismo :G - H, llamamos nucleo al conjunto N de
elementos de G que tienen por imagen el neutro de H.

N = 'xIxEGIf(er—*e.

TEOREMA.: EIl nicleo es un subgrupo de G.
Demostremos que el nacleo de un homomorfisma es un subgrupo.

En primer lugar NC G, luego basta probar el teorema 1 de subgrupos
quedicequevabe NalLb' €N

En efecto:

siae N= ffa) = e,
sibeEN=Ffb)=e, =Ffb')=fe ) ) =e,2>b'EN

Luego
flaLb')=fla) «flb')=¢e,» &, =8,

Por tanto, por definicion de nucleo al b’ N y el nicleo es un
subgrupo de G como queriamos demaostrar.

4-11 IMAGEN HOMOMORFA DE UN GRUPO

Dado el homomorfismo f:G -+ H, llamamos imagen homomorfa de G
al subconjunto f(G) € H de H de las imagenes de G por medio de £,
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G 1) (H, %

TEOREMA: La imagen homomorfa de un grupo es un subgrupo de
H. :
En efecto: FIG) € H. Probemos, pues, el teorema 3.

six€ f(G)=>Fac HI fa) = o
sigEAG) > Ibe HI flb)=8

Como hemos {;istu antes, §' = [f(b)] = fib')como b'c€ G ffb')=F
luego ' € FIGY).

Entonces:
Entonces: x =8’ = fla) »(b') = ffal b')
Y ahora a1 b’ € G por definicion de grupo. Luego ffa 1 b') € FA(G).

Entonces x = g8’ € f(G), y por tanto, f{G) es un subgrupo.



TEMA 5| GRUPO SIMETRICO

5-1 Definicion de permutacion

5-2 Grupo simétrico

5-3 Definicion de ciclo. Teoremas

9-4 Paridad de una permutacién. Definiciones y teoremas

5-1 DEFINICION DE PERMUTACION

Llamamos permutacidon p de un conjunto cualquiera X a toda
aplicacion biyectiva de X en si mismo.

EJEMPLO:

Si el conjunto X es, por ejemplo, el X = {1,2,3{, entonces todas las permuta-
ciones posibles de los elementos de este conjunto seran, de acuerdo con lo que
sabernos, las siguientes:

(1,2,3),{2,3,1),{3,1,2),(1,3,2},{3,2,1),{2,1,3}

Segun esta forma de representar las permutaciones, damos a los elementos del
conjunto original un orden {1,2,3) y sobre él las distintas aplicaciones biyectivas
lo van alterando.

Liamemos a estas seis permutaciones P, P, P; P4 Ps P,. Puesto que son aplica-
ciones, las podemos definir por su grafo (es decir, indicando la imagen que dan
de cada elemento), ya que es conocido el conjunto X de partida, y el de llegada,
el mismo X.

Segun esto:

81—1-1 “-}2 1-+3 S1—r1 §1—1-3 1—=+2
Pyy2+2 Py342-3 Pys2-1 P,i2-3 P; 22 Ps 2=1
23“"3 (3-‘*1 3 - 2 ?3*?2 83""1 3+ 3
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Vemos qgue unalde ellas, P, es la aplicacion idéntica.
En este cnnluntu de permutaciones, que llamaremos P(X]}, tenemos definida una

ley de cnmpnslcmn interna, la cumpnsmmn de aplicaciones, y de acuerdo con
ella podemos cunstrulr {a tabla de operacion:

: P,| P, | Ps | Pa|Ps | Ps

La primera fila y la primera columna de la tabla son inmediatas teniendo en
cuenta |a propia definicion de aplicacion identica.

Para efectuar I@:s demas productos, escribiremos los elementos de P{X) asi:

123 123 {123 _ {123 _ {123 {123
P (123) Py (231) Fs = (312) R == (.132) Ps = (321) Pe “(213)

donde en la prlmera flla se coloca el conjunto original, v en la segunda las

imagenes que. corresponden a cada elemento por medio de la permutacion
correspondiente.

Con esta notacion hallemos P; - Ps, por ejempio:

{123\ {123\ _ (123} _
Py * Ps = (312) (321) = (213) =Ps

buscamos prifnero 1a imagen del 1 en Ps y esta es 3, y luego buscamos la imagen
del 3 en P, que es el 2. Entonces la permutacion producto hace corresponder al
1el2, etcéterb... Procediendo asi completamos la tabla.

Se observa inmediatamente que, segun lo que hemos visto en teoria de grupos, la
tabla de permutaciones corresponde a un grupo.

5-2 GRUEO SIMETRICO

Considerando el conjunto E, = 3 ) I 0 S n{ representamos por S,
el conjunto de todas las permutaciones de E,. Los elementos de



S» para la composicion de aplicaciones cumplen la propiedad asocia-
tiva; existe elemento neutro; la aplicacion idéntica: v por ser las
aplicaciones biyectivas, todos poseen su aplicacion reciproca, gue
sera otra permutacion. Por tanto (S, ,.) es, pues, un grupo que llama-
remaos grupo simetrico.

Vamos a definir ahora algunos tipos especiales de permutaciones.

5-3 DEFINICION DE CICLO

Llamaremos ciclo y lo representaremos por el simbolo {7, /,...7.} con
ir € En, 1 € r< k, a una permutacion scbre los 7 elementos de E,,,
que al /, le hace corresponder el i, , al i, el /;... al -, elivy,ali el
I, ¥ Que a todos los demas n — k elementos de E,, los transforma en
si mismos {permanecen invariantes). En particular, cuando el ciclo es
de dos elementos 7/f € E,, (7j) se llama trasposicién, La trasposicion
intercambia / por j, ¥ § por /, ¥ deja los demas alementlns invariantes.

EJEMPLO:

En 55, P, es, por ejemplo, un ciclo, puesto que P{1) = 2,P{2) =3y P(3) =1y
lo representamoas por {1,2,3}. |

La permutacion P, € S, es una trasposicion (2,3), puesto que cambia el 2 por el
3 y deja el T invariante,

Proposicién 1.—Las trasposiciones (7, j} = t;; cumplen que £ = I,
siendo I la permutacidn idéntica,

En efecto: sea

TN _ {123..n
tiy = (0.1) (12..,{..*;'...:1) yl= (123___,-;)

Entonces,

Yx,xEE, x#tiAx#] tfx)=x
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Y por lo tantu%,
' thfx) = fijlil_fij{ﬁ)] = tiifx) = X
Six=i i) =t [t;li)] = tylj) =i
Six =/ thij) = t;[t;(i1=tili) =]
Luego t;; € §,; es tal que ¥ x € E, tii{x) = x es decir, t}; = L.

Prapusr'mﬁn 2 —El niumero de trasposiciones de S, es%n{n — 1).
Puesto que cgda trasposicidon cambia dos elementos, por cada par de
elementos (/j} de E, habrd una trasposicidon. Ahora bien, como
{ij) = (i) trivialmente, hasta calcular las parejas que forma cada
elemento con los que le quedan detias:

n.° de trasposiciones:

Sn=fn=VY+in—-2J+..+2+1=-L2=VEL ()= 2 (n—1)n

Teorema 1.—Toda permutacién de S, es un producto finito de
ciclos disjuntos entre si. Vamos a demostrarlo por induccion.

Paran= 1y n= 2 esevidente.

Supongamos que se cumple para permutaciones de S, conm< n, y
sea ¢ una permutacion sobre los 7 elementos. o € S,

Consideremos el conjunto o (1), ¢* (1), o? (1),... Si aplicamos
repetidas veces ¢, existirdn finalmente enteros p y g, p < g tales que
aP{1}=¢9(1)= %P1} = 1. Existe entonces, al menos, un
h=q—=p, hE N, tal que a"{1) = 1. Sea s el menor namero A que
cumpla esto, o® {1) = 1.

Entonces los elementos: 1, g1}, ¢*{1},..., o' 7" (1)} son todos
distintos, ya que si existieran t y r, O < t<r<{s— 1), tales que
d' i =a"(1)=»¢g {1} =1con{r—t) <s locual es imposible por
la propia definicidn de s.

Consideremos ahora el ciclo: 7= [1,a{1),6% (1), ..., 057 {1}]

(es decir; la imagen del 1 eso{1), ladec(1)esc?(1)... vy la degs (1)
eseil1.¥3, a6 E,,a#= 1,0 {1),..,0°"" (1), 7, fa) = &)

El reciproco de este, r -1, seré:

—

roto= (057 {1}, ..., 0 (1}, 1)

(es decir, la i:ﬁagen de ¢~ (1) es ¢*~% (1), asi sucesivamente hasta
imagen de 1 es o (1), va a € E, a# 1,0 (1), ..., 057" (1),
1 {a) = a),
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Tomemos ahora la permutacién ¢’ producto de ¢ por 77

o'=g- T
Veamos qué imdgenes da ¢’ para cada uno de los elementos del
conjunto

1,0(1),62{1), ., 05T {1)} CE,,

o' M=o 17" (N)=¢: 0% (1) =0%1) =1
Yk 1<k<s—1 engeneral:
o e =0 - r7' (N = o[t T I = o [c* 1 (1] = o X (1)

Esto significa que ¢’ deja los elementos del conjunto |1,6(1}, 62 (1),

.y 0571 (1)} invariantes y permuta los demas elementos entre ellos.

Puesto que ¢’ deja inalterados a estos s elementos de E,, puede

considerarse como una permutacion sobre los demds 7 — s elementos

de E,.

Teniendo ahora en cuenta que todas las permutaciones de m

elementos m < n se pueden expresar como producto finito de ciclos,

cada dos de los cuales no poseen elementos comunes, ¢’ se podrd i
escribir como producto de un cierto ndmero de estos ciclos 75 + 7, ... |

Tk por ejemplo:

0 =T Tk=1 T2

Entonces o =0 - 7, = Tk Tkt -T2 T1
Luego ¥ o €5, la hemos expresado en producto de ciclos sin
elementos comunes cada dos de ellos entre si, como queriamos

demostrar.

Teorema 2.—Todo ciclo e5 un producto de trasposiciones.
En efecto, ya que dado un ciclo cualquiera (1,2,3..7} = ¢ se com-
prueba inmediatamente que:

o=1s-0r—1-1,—-2)...013) - (1,2)

Consecuencia; Toda permutacion es un producto de trasposiciones.
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Sin embargo, la representacion de las permutaciones como producto
de trasposiciones no es (inica, ya que por ejemplo:

5“'2} = (1,2) (3,4) (4,3) = {1,2) (5,6} (6,5).

EIEMPLO; .

En el mnjurjtu S, hay tres trasposiciones: P, = t23;Ps =#;3; Pg =1¢,,. Si
observamos ld tabla de S, se deduce inmediatamente que:

Py =Py Pyg=Ps - Ps=PFs P Py =Pq
Py =Py Ps=Ps Py =Pg- Py Ps =Ps
Py =Py *Psg=Ps«Pyg =Py~ P; Ps = Pg

Asi, pues, el conjunto de los %nfn — 1) trasposiciones posibles constituyen un
sistema de generadores de S,

5.4 PARIDAD DE UNA PERMUTACION

Definicién 1.—Diremos que un par de elementos (i} cualesquiera
son una inversion de la permutacidon PE€ S , cuando i<f vy
P(i) > P{j).

O lo que es.lo mismo, cuando:

f—j

EJEMPLO:
Para P en 53 son inversiones (os pares (1,3} y (2,3) porque:
P,{1)=2 P{2)=3 Py(3) =1

EiEI'IdD, PUES; i {3, P-zl:‘l} ::" FI{S} L4 2 {:3, P1 {2] } P-: {3].




Definicion 2.—Llamaremos signatura de la permutacién P al
numero de inversiones de la misma; y la representaremos por sgn(P).
En el ejemplo anterior sgnfP,) = 2.

Definicion 3.—Diremos que P € 5, es par, 0o que posee paridad
positiva si {(—1)%9" P = + 1, y diremos que es impar o que posee
paridad negativa si {(— 1)59" 7 = — 1,

Es decir, que una permutacidén serd par si tiene un numero par de
inversiones, y serd impar si tiene un namero impar de inversiones. De
esto se deduce inmediatamente que toda trasposicion es impar.

Definicion 4.—Llamamos conjunto “bueno™ a un subconjunto
AC E, xE,, tal que no contiene ningdn par cuyo primer y segundo
élementos sean iguales (/,/) y que de cada par /f de elementos de E,,,
i# j, contiene uno y s6lo uno de los pares {7.f) o {},7).

En E,, por ejemplo, serd conjunto bueno A= }{12},(1,3),
(2,3)! C E, x E,.

Definicion 5.—Sea A un conjunto bueno y P€ S, una permu-
tacion. Llamamos imagen de A por medio de la permutacion P, y lo
representamos por P{A) al conjunto:

PIA) = [P(i),P(j)], ¥ (i4) € A

Teorema 3.—l.a imagen de un conjunto bueno por una permu-
tacion es otro conjunto bueno. Ademsds,si Py P' € S, se cumple que
(P- P'}{A) = P(P'(A})). En efecto: Sea A un conjunto bueno y
PE G
1) En P{A} no puede existir ningln par de la forma fa,a), va que
esto querria decir que existiria algun par (7 j) de A, con i # §,
tal que Pfi} = a v Pfj} = a, lo cual es imposible, puesto gue P
es una aplicacion biyectiva. Entonces, por ser biyectiva es in-
vectivay P (/) = P (i} = i=j lo cual no es posible por ser (ij}
un elemento del conjunto bueno A.
2} En P{A) no puede haber dos pares fa,b) v (b,a), puesto que
ello indicaria que habrian pares i/} v (k,/} pertenecientes a
A, tales que P{1) = 5, Pfj) = b, Pfk) = b y P{l) = a, lo cual es
imposible por ser P bivectivay P (i) =P () =>c=1 % P{j] =
Prkl=j=k
Demostraremos ahora la sequnda parte. Por la misma definicion de
aplicacion compuesta de otras dos:

P~ PYAY= { [P+ PU(I), (P - P')Mj)} ¥ (if)€ A% = ! [P (i) PIPLi))] ¥ (i) € A = P(P'{A)).
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Definicién 6.—Decimos que un par (/f] € E, x E, s “'propio” si
i<j Al nimero de pares propios de un conjunto bueno A lo
representaremos por b{A}”’. Y representaremos también por 1Al el
AUMEeroQ:

IAL= (— 1)P(A]

Teorerna 4.—5Si P es una permutacion de S, y A es un conjunto
bueno A< E, x E,, se cumple:

IP{AY = {—1)52" P AN

En efecto: Por cada inversién que posee P, sgrn P aumenta en una
unidad. Y pueden haber dos casos:

1} Sea {7j) una inversidon de P tal que 7/ < f, P{/) > P(j). Entonces
A cuntieneéal par propio (ij} y P(A) contiene al par impropio [P{7},
P{f/1. Luego para una inversion:

sgniPY=1 Bb{A)=1 H(P{A)} =0

Por tanto [6(P{A)) — bIA —sgn(P)= =1 —-1= — 2= 2

2) Seaahorai > f, P(i) < P{f). A contiene al par imprdpiu (if)y
P{A) contiéne al par propio [P{/},P{j}]. Para una inversidn, pues:

sgn(Py=1 biA)=0 b(P(A}) =1

Luego: [b{P{A)} —b{A)) —sgn(P}= (1 —0)=-1=0= 2
Entonces en todos los casos:

(6{P{A)) — B{A)] = sgn{P} + 2
Es decir:

- 1}[ﬂlP{_AH~—b{ﬂ]l] = (— 1)5971(P) g (— 1)5gn{F) (_ 1}i — (— 1)59n (P)
Teniendo ahora en cuenta las definiciones de IP{A)l v I{A}:

IP{AYE- LA = (— 1)587'P) S IP(A)l= (— 1)59" P AL ca.d

Teorema 5. —La paridad de un producto de permutaciones es po-
sitiva 0 par si las paridades de ambas son positivas 0 ambas nega-
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tivas; vy es negativa si la paridad de una de ellas es positiva y la de
la otra es negativa o impar,

Si A es un conjunto bueno y PP €S8, P:- PP& S,,. Luego por el
teorema 4:

1P - P'H{AMN= (—1)59" * P AL pero:
pero.;
1P - P'Y{A)I= IP(P'(A}1 = (— 1)8" P pr(a) = (— 1)5an (P} (L 1)santP) 14
Comparando ahora queda:

(— 1)s9niP « P') Al = (— 1)s2n(P) (— Hsg-n[P'l 1Al

Es decir:’
{_ -l}sgn{F' - Ph <} {_ 1}sgn[P] Y (__ ”sgn[P*}

Y recordando ahora la definicion de paridad queda:

paridad de (P « P") = paridad de {P) x paridad de {P’).

Consecuencias:

1) Puesto que toda trasposicion es impar por poseer una sola
inversion, el producto de 2 trasposiciones sera par.

2} Upa permutacion par sera siempre producto de un nimero
par de trasposiciones, y una impar sera producto de un nimero
impar de trasposiciones.

3) Toda permutacion se puede escribir de muchos modos como
un producto de trasposiciones a condicidon de que permanezca
inalterada la paridad.

4} Existe un homomorfismo entre S, y el grupo multiplicativo

b= 1, + 1% , como se ve facilmente a partir de los tedremas
4y b,



i 6 ESTRUCTURAS
TEMA ALGEBRAICAS: ANILLOS Y
CUERPOS

6-1 Definicién de anillo. Teoremas

6-2 Subanilio. Teorema

6-3 Divisores de cero. Dominio de integracién, Teorema
6-4 Elementos inversibles, Cuerpo

6-5 Homomorfismos entre anillos

6-6 /deales.de un anillo

6-7 Generacion de ideales

6-1 DEFINICION DE ANILLO

Llamamos: anillo a la terna (A, ., L) formada por un conjunto A vy
dos leyes de compaosicion interna {*}, {1}, que cumplen los axiomas
siguientes:.

A, ) El pai' {A, *) es un grupo abeliano.

A,) Lalc.i{L) es asociativa.

A;) La l.c.i. (L) es distributiva a derecha y a izquierda respecto a la
ley ().

Todas estas condiciones las podemos establecer explicitamente del
siguiente modo:

1) (*} es ley de composicion interna sobre A. Esto quiere decir
que existe una aplicacion A X A— A que ¥(x,y/€ A le hace
corresponder un y solo un elemento 7 (x,y/} de A que lo representamos
asi: fx *y)e€ A.

2) Esta ley es asociativa. Es decir:

¥ xyzeEA xxfy*z)=(x*y)*z
3) Esconmutativa:

YXVEA Xry=Yy*X



4) Existe elemento neutro en A para la ley (*)
dlec Al ¥ Xx€A e*x=x*e=x
5) Todo elemento en A posee simétrico para (*)
¥xeAl3dl ¥ x*x'=ax'rx=e¢

6} (L) es una ley de composicion interna sobre A. Es decir: existe
una aplicacion 3{:A X A- A que ¥ (x,y)J€A le hace corresponder
X (x,y) & A y que representaremos por x L y.

7) Laley (L) es asociativa en A.

¥xyze A xlillyizl=xly)lz

8) La ley (L) es distributiva a izquierda y derecha respectivamen-
te respecto a la ley {*) en A.

¥Yx,yz€EA (x*yllz=(xlz}]*{ylz
xtiy»z)=(x1ly) *{x1z)

Cuando sobre un conjunto A, hay definidas dos leyes de composicion
interna que cumplan estas ocho condiciones, se dice también que A
es.un anillo’’ o que A forma un anillo para esas dos leyes”.

Consecuencias: De la definicion de anillo deducimos inmediatamente
las siguientes consecuencias:

al ¥xE A

xle=elx=c¢
bl ¥ x,y€ A

xiy' =(x)ly)
ol ¥xyE A

x'Ly={xly)
d) ¥ xye A

x Ly' =(x1ly)}
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Veamos que efectivamente se cumplen:

al Por !deﬁnicifm de neutro
va,ac A

gra=a*e=a
Iuegnﬁxéﬁ\
alx=fa*e)lx=falx) *{elx)
Osea:falx})=(alx) *(elx)

es decir”®

elx=¢e

Razon pot la cual al neutro de 'a primera ley, e, se le llama elemento
absorbente para la segunda ley L.

b) Demostremos que x Ly’ = {x 1 y/'. Por definicion de simé-
trico {') de x | y, lo que hay que probar, pues, es que:

(xLy')*{xlyl =e
(xLyl *fxly)=e

En virtud de 38:

(xLy')rixlyl=xl(y *y)l=xle=e¢e
ixly)l*fxyvy')=xl{y*y'l=xle=¢g

¢} Por un procedimiento igual al anterior:

(X'\y)*rfxlyl=(x'*x)]ly=ely=e
xly)*i(xX'iy)l=ix*x)1ly=ely=e

dj Llhmemns o=

i’x' tel=(xic)=Mxiy')=[{xLy}] ={x1ly
pues (x L y') = fx L y)' por el teorema b/



EJEMPLOS:

a) La terna (z,+,) constituye un anillo, En efecto, puesto que sabemos que

los enteros tienen definida sobre ellos una suma v un producto v gue este
segunde es distributivo respecto a la suma. Sabemos que la suma es aso-
clativa y conmutativa, que su elemento neutro es el 0, y que para cada 2 €z
su §metrico se representa por {— a/.
Atendiendo a esto quiza, en nuestros proximos razonamientos la primera ley de
un anillo A cualquiera la representaremos por el simbolo {+) y la segunda por
(*}. También el neutro e € A de la primera ley lo representaremos por 0§ v el
simetrico anteponiendo al elemento el signo {—).

Con esta nueva notacion las consecuencias anteriores para el anilio (A ,+, <) seran:

al ¥x&E A Dx=x+0=0

b M yEA x-(—yl=—(x-y)
e ¥YxyEA (—x)py=—=[x-yl
df ¥xyEA [(=x) (=~yl=x-y

El anillo se llama unitario cuando posee elemento neutro para
lasegunda ley. Es decir, cuando hay un elemento v € A tal que

VXE A xiusolx=x

a este elemento neutro u se le llama elemento unidad vy |lo represen-
taremos por el simbolo 1, que es el que corresponde al elémento
unidad en el anillo Z.

Se dice que un an/llo es conmutativo si lo es para la segunda ley. O
sea, si!

YxyeA xly=vix

6-2 SUBANILLO. DEFINICION

Sea (A,+.-) un anillo con notacidn aditiva y multiplicativa. Se llama
subanillo a todo subconjunto B € A que cumpla las dos condiciones:
1) Ser subgrupo de A para la primera ley,
2) Ser parte estable de A para la segunda ley.
Si B es un subanillo de A, las leyes {+) v (-) del B serdn verdaderas
restricciones en el sentido que definimos para aplicaciones de las
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Teorema: Por la condicidn necesaria y suficiente de subgrupo,
podemos decir que una parte B del anillo A sera subanillo de A si
cumple:

1) ¥yxy€B x+(—y/EB

2) ¥yxyeB x+VvEB

De demostracion inmeadiata.

6-3 DIVISORES DE CERQ Dominio de integridad.—

Se dice que dos elementos a,b € A son divisores de cero, si son
distintos de cero y su producto es igual al neutro de /a primera ley.
Estoes:

a0 Abx0 a-b=10

EJEMPLO:

Consideremos el conjunto Z/ 36: En él podemos definir una ley (+) y una ley
(-} del siguiente modo:

Se comprueba inmediatamente gue el conjunto forma grupo abeliano para la
primera ley ¥ que la segunda es asociativa, y distributiva respecto a la primera. El
conjunto Z/ 6! es, pues, un anillo para las leyes {+) y {+) definidos mas arriba.
En él, el elemento neutro para la ley () es el :3

El anilio Z;’EG( posee divisores de cerd, pues siendo asi que (6 + 2, # ,6 ! v que
&+ 3| = 8¢, su producto es:

‘6 +2! - 16+3 =)8+6{="18!

luego estos dos elementos son divisores de cero.

Un anillo que no tiene divisores de cero se llama aniflo de integridad.
Llamamos dominio de integridad a un anillo de integridad que tiene
elemento unidad. Es decir, elemento neutro para la segunda ley.
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EJEMPLO:

El cunjuntq ZHS( con las dos leyes {+) v {*) es un dominio de integridad:

a) (ZHSE,-I-,-) es un anillo cuyo elemento neutro para {+) esel } 81 v cuyo
elemento unidad es ;5 + 1§ . |
En efecto:

B+ s+ =547l =841] - 54!
vi5+il€z/8,

b} No tiene divisores de cero como se comprueba rapidamente en la tabla de
multiplicacion.

Teorema: En un anillo de integridad A (y por tanto en un dominio),
dados dos elementos, a,b € A, la ecuacion @+« x = 6 tiene una
solucidn Unica.

En efecto: Supongamos gue esto no se cumpla. Es decir, qgue existen
dos soluciones distintas x + ), x,y € A para esta ecuacion.

Entonces:

luego,
g*x+{—ag-yl=0=a-x+a-(—yj=0
y por la distributiva:
a-fx+(—yl)=0=alx—-y)=0
donde:
aEAya+xF0 yx—-yceAyx—y+0=queay(x—yl sean
divisores de cero en A, lo cual no es posible por hip6tesis {anillo de

integridad). Luego no puede ser x —y+ 0, 0 sea, x —y =0 =
= X = Yy, COmo queriamos demostrar.
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6-4 ELEMENTOS INVERSIBLES. CUERPO

Dado un a;nillu (A,+,*} unitario, se dice que un elemento a &€ A
a # O es inversible, si existe algin & €A tal que:

a-b=b-a=1

al elemento b se le representa entonces por @', quedando, pues,
establecido que a es inservible en A.

g-al=ag"-g=1

A un elemento inversible de un anillo también se le llama ‘‘unidad”,
pero procuremos no utilizar esta terminglogia para no confundir con
el 1 al que hemos ilamado elemento unidad.

Llamaremos cuerpo a un anillo unitario (A + -} en cual todos los

elementos distintos del 0 sean inversibles. Es decir, posean simétrico
para la segunda ley.

Si (A +,-} es un cuerpo, entonces se cumple:
1) El par {A,+) es un grupo abeliano.

2) El par (A — {0! -) es un grupo, con lo cual se est4 diciendo

implicitamente que el 1 ¢ 0. Es decir, que un cuerpo posee al menos
dos elementos.

3) La iév () es distributiva respecto a la ley (+) en A.

Si la segunda ley (-) del cuerpo es conmutativa, al cuerpo se le [lama
conmutativo.

En un cuerpo (A,+,), dados dos elementos ¢,d € A, la ecuacion

¢+ x = d posee una solucion Unica, puesto que existe un inverso de ¢,
ele™ |

¢V s feex)=¢c"t - d |
fclre)ex=ctd=2>1-x=c"" -d==-lx=c‘_‘ . d

¢!+ des un elemento Unico de A por definicidn de ley (+) en A.

EJEMPLO:

€l conjunto 2/ !5 con las leyes + y, es un cuerpo:

a) Forma grupo abeliano para ().




H) Z!:EE — }5 + 0 E forma grupo abeliano para (+).

¢} La ley (-} es distributiva respecto a la ley {-+)

6-5 HOMOMORFISMO ENTRE ANILLOS

Sean: {A,+,-) y (B,+,:) dos anillos, y sea fA -~ B una aplicacion
definida entre ellos. Decimos que f es un homomaorfismo, si:

1) ¥x,y€ A Ffix +y)=¥fx)+ fly}

2} ¥xyve A fix-y)=Ffix)- fly]

Consecuencias:

1) Siel 0 € A es el neutro de A y representamos por O también
elneutrocde B, {0} = 0.

2y ¥ xeE A f{—x)=— fix)

3} E! nucleo del homomeorfismo es un grupo para la ley + de A.

4) La imagen del homorfismo f{A} es un subanillo de B.
Demostremos:
1} Por definicién de neutro:

¥YxeE A x4+ Q=X

LLuego:

fix + 0)=fix)= fix) + f0) = fix) = f{0) =0
2) Por definicién de simétrico:
vxeA Elf—x}) 1 x+(—x)=0
fix+ (—=x)1=f0)==fix)+ ff=x)= 0 = f{— x) = — f{x)
3) El nicleo & A definido como:

Ny

gx,xemfrx;= 0

es un subgrupo del grupo abeliano (A,+) como vimos en homomor-

fismo entre grupos.
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4) fIAV+ {yyEBIExe Al y=fix)|
a) ¥yeflA)=3ac A | y= flal

vzef(Al= Ebe Alz=f(b) yenvirtud de la consecuen-
cia (2} —z = f{— b). Luego:

yi—z = ffa) + f— b) = ffa — b) € flA)
Luego f{A} es subgrupo abeliano para la ley +.

b} Tomando la y,z € f{A) como en fa/
y -« z= ffa) - f{b) = ffa - b) € f(A)

luego f{A} es parte estable para la ley (-). Decimos, pues, que es
subanillo de B.

La clasificacion es idéntica a la de los homomorfismos entre grupos.

6-6 IDEALES DE UN ANILLO

Consideremads un anillo (A, +,-}; decimos que un subconjunto 1C A
es un ideal de A a /a izquierda si cumple las dos condiciones:

1} Es subgrupo de A para la ley +.

2) ¥ xe A wiel x-i€l

Andlogamente, decimos que | C A es ideal a /a derecha, si cumple 1)
Y

) ¥xeA ¥iel i-xel

Un ideal |C A se llama &ildtero si cumple las condiciones 1), 2) y 3).

EJEMPLO:

1} Consideremos el anillo {Z,+,-} y en el un subconjunto | = }x,x, eZlx=
= 5{ . Este conjunto es un ideal bilatero, pues:
1) 1 es subgrupo para la ley ().
2) ¥PEZ P-H=5-P=5€E|
2) Sean {(A,+,} v (B,*+,7) dos anillos y f:A - B un homomorfismo entre
anitlos. E1 nucleo N ¢ de este homomorfismo es un ideal bilatero.
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En efecto, pues N; es subgrupo de A como hemos visto antes, Y ademds
Yx&AAYneE N veamossix * nyn - x pertenecen a iNy.

fix ~ul=fix)+ ffu)=Ffix)+» 0 =0=x - uEN;
flu-x)=Fflul fix) =0 «fix)=0=>u-+xE N

Luego, efectivamente, el nucleo de un homomorfismo entre anillos es ideal
bilatero,

6-7 GENERACION DE IDEALES

Sea el anillo conmutativo [A,+,-]. Recordemos que para la notacion
aditiva establecimos:

X+x+x+..+x=n-x siendoncs 7

gl

1

Consideremos un subconjunto SC A. 8 = [x,, x;, X3, ., X,]. Vamos
a demostrar gue el conjunto

I

r r
E1yixi+lz’nixi X, €E8, ¥y €EA MmEZ
= .
s un ideal de A. En efecto:
1) Siacl, feEl=a+ge |

. r r

pues st a =X ¥, X+ X N, X;
r )
Y B=Z yixi+ % njx

Sumando

I

r r r r
c+f=Z yixi+Znix;+Zyix;+Znmx= por distributividad
¥ r
= Zfyi+ yixi + i + ni)x,

pero v + vyl € A luego
¥ n+neZz a+gel
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2} Siaelyvke A=>k-ae |
pues si
r r
a= TV X; + X N X;
i ¢ ‘ ‘ :
kra=kZ yx;+k-Znxi=Zkyx+Zkmx

pero k : y; € A
y nke A

luego Xk - a € |

O sea, que el conjunto | es un ideal del anillo A.

Conclusién: Al conjunto S= }x;...x,| se le llama conjunto de
generadores del ideal |. En particular el conjunto 5; = 1 x,i gene-
raria el ideal
|, = {kx, +nx, ike A, x,€S,ne Z|
El ideal se llama principal cuando tiene un solo generador.

|

EJEMPLO:

Sea el anillo [Z,+.x]. Consideremos el nimero a € Z y el conjunto de sus
multiplos ér;}a * Z |zEZi este conjunto constituye un ideal principal de
generador a.

En efecto:

YhkeEZ k+-a=amoiltiplodea

Ma €ava, €8 a ta, =a

Existen dos ideales destacables:
1) El ideal cuyo generador es el 1, neutro, unitario de la 2.2 ley,
que es el propio del anillo A.

ll == A
En efecto; .

YkeA k-l1=kel=>ACl
perov¥ kel R-1=«keA=1CA

Osea: A= 1|
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2} El ideal cuyo generador es el 0. Neutro de la 1.° ley de
anillo. Este ideal es un conjunto de un solo elemento.

En efecto. Por ser 0 absorbente para la 2.° ley.
YKkeA k-Q=0¢cl

Osea, l, = }0



TEMA 7 ESPACIOS VECTORIALES

7-1 Definicién de espacio vectorial

7-1-1 Casos destacados

7-1-2 Cansec,'uencfas y teoremas inmediatos
7-2 Subespacios vectoriales. Definicién

7-3 Combinaciones lineales, Definicion

7-4 Familia dependiente o ligada de vectores
76 Familia libre o independiente de vectores
7-6 Base de un espacio vectorial. Definicién
7-6-1 Espacfﬁbs vectoriales de dimensién finita
7-6-2 Dimension de un espacio vectorial

7-7 Coordenadas de un vector

78 Dimension de un subespacio

79 Suma de dos subespacios

71-9-1 Dimensién del subespacio suma

7-10 Suma directa

7-11 Subespacios suplementarios

7-12 Ecuaciones de un subespacio

ESPACIOS VECTORIALES
7-1 DEFINICION DE ESPACIO VECTORIAL

La estructura de espacio vectorial queda definida por los siguientes
elementos:.

a) Un grupo abeliano (E,+) cuyos elementos se llamaréan vectores
y representaremos por las letras latinas a, b, c,... que podrdn venir
afectadas de subindices o superindices, asi x;, Xa,...

El elemento neutro de este grupo lo representaremos por O y el
simétrico de un elemento dado x € E por — x.

b) Un cuerpo conmutative (K.+,"} cuyos elementos denomi-
naremos escalares y vendran representados por letras griegas
a, B, 7,..., gue también podrdn aparecer con (ndices.

El elemento neutro de la primera ley del cuerpo lo representaremos



por O y el simétrico de un elemento dado « € K para esta ley por
- a El neutro de la segunda ley lo representaremos por 1 vy el
simétrico de a € K para esta ley por a™ .

¢/ Una ley de composicién externa {- } definida entre K y E
(*):KxE-E

tal que para cada par de elementos {a,x} de K x E, les asocia un
elemento de E que representaremos por a - X.

{lo,x)>a-xe E

Esta ley externa cumplira los siguientes cuatro axiomas:

A) ¥xveEE, , ¥acK
a*fxt+yl=a-x+a-y
A,) ¥x€E, , %o, ek
la+ Bl x=a-x+f-x
Aj} ¥ X & E, . vﬂ,ﬁEK
e+ Bl - x=a- (8- x)
A,) ¥x<€ E
1 x=x
De este modo queda, pues, globalmente definida la estructura de
espacio vectorial con los tres elementos sefialados (E,+} (K, +,-) v (-}
con la verificacién de los cuatro axiomas indicados.
Por ello, el espacio vectorial podremos representarlo por:
[(E,+),{K,+,},* ]
Muchas veces, por necesidad de simplificar el lenguaje, diremos que E
s un espacio vectorial, cuando se conozcan perfectamente el cuerpo

de escalares y la ley externa.

Nota,.—En adetante, por razones de simplificar el lenguaje, diremos siempre cuerpo {o un
cuarpe cualguiera), a pesar de que nos referimos siempre 8 cuerpos conmutativos,

137



138

7-1-1 CASQS DESTACADOS

1) Consideremos un cuerpo cuslquiera (K,+,-}. Por definicién
del cuerpo ﬁ{l(,-i—} es un grupo abeliano. Tomemoes como ley de
composicion externa la segunda ley del cuerpo y vamos a probar que
la terna [{K,+),(K,+,*)," ] es un espacio vectorial. Es decir, pro-
bemos que ‘qerifica los cuatro axiomas:

A vaBeK, vyeK

yr-la+Bl=vyra+y-p

Que se cumple, puesto que la segunda ley del cuerpo es distributiva a
derecha respecto de la primera.

A,) vaeK,¥8,yEK
Bry)-a=f-at+ty-«

También la segunda ley del cuerpo es distributiva a izquierda
respecto de 1a primera.

Bey)-a=p-1{y* a)

La segund:a ley del cuerpo es asociativa, pues para esta ley, K es
grupo.
Aq} }?" & K
lra=uw

Evidente, pues 1 es neutro de la ley (-} del cuerpo K.

Nota.—Por tazones de simplificar la exposicion del tema, no hemos diferenciado
la notacion de las leyes del grupo, las del cuerpo y la ley externa. Pero es
evidente que aunque la primera ley del cuerpo y la ley del grupo \as
representemos ambas por -+, son esencialmente distintas, una compone (suma)
escalares, e¢ de 1a forma K x K= K y la otra compone (suma} vectores y es la de
forma E x E gk =1 Igualmente indicar los elementos neutros per 0 v 1 para todas
las leyes es por razon de simplificar aunque segun la ley de que se trate sera
distinto lo representado, bien el vector o escalar nulo, bien el escalar unitario o el
elemente neutro de 1a ley externa. Asi observamos el axioma A,

' (e B} x=0a-* (8- x)



el primer punto representa la ley multiplicativa del cuerpo, sin embargo, el
sequndo representa la ley externa y en el segundo miembro de la igualdad ambos
puntos son ley externa, pues (& « x/ es ya un vector.

2} Consideremos, como en el caso anterior, un cuerpo cualquiera
(K,+,-}. El conjunto producto cartesiano K x K x K... = K" tiene
estructura de grupo abeliano {facilmente comprobable) para la ley +
definida:

i 2 {al FLE RPRTTE an};{ﬁl rﬁir '"} e Kn

{ﬂflrﬂr::-u ‘In} i {ﬁlrﬁ‘l:*"ﬁn}= {“11 +ﬁlr&'1+ﬁir e Uy +ﬂn}

Definamos la ley externa

{(+): Kx K" = K"

en funcion de la segunda ley del cuerpo de la siguiente forma

vae K %¥{8,.8:,..8,1€K"

o BrBaBs Br)=la-Biarfa, ot fn)

Vamos a demostrar que la terna {(K," +}, {K,+,+} - ] es un espacio
vectorial,

En efecto: Por las propiedades de las leyes del cuerpo:

Ay) ¥ {ay, ez, an), (81,82, v, Br)EK, ¥ yEK
v+ (e, 00, e, an) + 8,,82, ., 801 =
=y [lay + 8,02 + 8y, ..., an + pl] =
=[y-la, +8:) 7" lax + B3}, e,y o + 8, 1=
=y oty Bihly vy Bl ly oty Bill=

=['..'fr"'"-‘:.511-"]”'|I '11:"": T'En]-l-[T-ﬁer'ﬁ!:-.-”T-ﬂﬂ]=
=7° {&liazr"":&n]-l-'}" [ﬁlrﬂ!:--"rﬁn]

c.q.d.
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A;) ¥ a,feK ¥ {Tl;Ti:----iTn}E K™

{“'I'I'ﬁ}'[?lr Y2, ey Tn]=
=[la+8) vy, l@e+B) Y2, ., l@a+ B} ynl=

=[{&.Tl +ﬁ‘TL{u'T1+B' T:];---;{E'Tn'l'ﬁ"}'n}]:
= {'II' Y1 ,% " T2y erer - Tn}+ {ﬁ' Tlrﬁ- Y2 '“'Iﬁ' Tﬂ}=

= a* {Tlr Y2sarnny Tn} e {Tl.r Y2rures TI"I}

c.q.d.

Al ¥a BEK ¥y, v2se1nl€EKT

o+ B8) [Terir--'!TI‘l]=
=[la* Bl vyi, lo B} ya,nfoes By ynl=

=[a-B-yihar @ voho, @ B 10ll=
o (B, B Y2, Bryn) = 1B (v1,v2s e va )

c.q.d.

Aq,} X {ﬂ'],ﬂ:,ﬂl’j, iwny D.’n}E Kn
1 * {allﬂir':'l f_[n}':'..{1 '{Il,1'ﬂ2,...,1 ¢ &n}={ﬂlr'&2a '-'IHH}

c.q.d.

Por tanto, K" es un espacio vectorial.

7-1-2 CONSECUENCIAS Y TEOREMAS INMEDIATOS

1) ¥x€E Q--x=10
{Obsérvese que el 0 del primer miembro es el neutro de los escalares
para la ley +; que se trata de la ley externa y que el O del segundo

miembro es el vector nulo,

En efecto, de la definicion de 0 € K:

voeK, (0+a) x=a-x
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Teniendo en cuenta A, :
0+a)  x=0--x+a-x
luego:
a*XxX=0  -x+a-x

los tres son elementos de un grupe abeliano, y por tanto, o - x es
simplificable, quedando:

0=0-x
c.q.d
2) Ya€K yv DEE, ¢e-0=0
En efecto, por definicibnde 0 € E:
YXEE a+x=a*{0 +x)
y teniendo en cuenta A, :
a* {0 +x)=a-0 +a-x
luego:
a-X=a-0+a-x
Simplificando, queda:
O=a-+0
Obsérvese que ahotra 0 € E, es el vector nulo.
c.g.d.

3} ¥ x€E wacK, (—a) x=—{a-x)

Probemos que (—a}-x es el simétrico de (o - x). En efecto,
teniendo en cuenta A, vy el teorema 1:

(—a}x+ax={—ata)  x=0-+:x=0
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Luego {— «) + x es el simétrico de « « x; O sea:

(—a)rx= —la- X/
- c.q.4d.

4} y xe E vaceK, a:{—x}l=—{a"x)

Probemos que a - (—x) es el simétrico de o « x. En efecto, teniendo
en cuenta A, vy el teorema 2:

a-f(—x)+a-x=a*{—x+x)=a-0=20
Luego « + (—x} es simétrico de o - x, es degcir,

o {(—x)=—la"* x)

B ¥ xeE ¥YacK, ax=0»{a=0Ax=0)
Demostrémoslo por reduccion al absurdo.
Supongamosque IXE€E Elx#0A dac Klaz20 A «rx=0

Entonces, por ser a # 0, o' € K. Operando a la izquierda de la
expresiona + x = 0 cona™' queda:

ot s farxj=at-0=0

teniendo en cuenta A;:

de donde

Hemos obtenido, pues, la contradiccion x #+= 0 A x = 0, luego queda
demostrado que, o bien el escalar, o bien el vector, tiene que ser
nulo.



6) ¥y xyEE VY aceKAa#%=D,a"x=a-y=>x=y
En efecto, operando a la izquierda cona ™ :
a”' e x)=a"" - {a-y)
teniendo en cuenta A;:

(o= o) x={a"' ~a)-y

por tanto

c.q.d.

IV xeEEAXx#0 Va,BeEK a-x=fx=2a=§

Vamos a operar a la izquierda con — {a * x) € E
—{o - x}+{a-xt=—la-x)+ {8+ x)

teniendo en cuenta el teorema 3:
0=—(a)x+8-x vysegdnA; 0O =(—a+p8)-x

y por la consecuencia 5}, puesto que x # 0, necesariamente ha de ser
(—ax+8)=0

Luego: o =§

7-2 SUBESPACIOS VECTORALES, DEFINICION

Dado un espacio vectorial E sobre un cuerpo K, llamamos subespacio

vectorial de E a un subconjunto V C E tal que él mismo es espacio

vectorial sobre el cuerpo K.
Esto significa que el subconjunto V de E ha de ser:
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a) Grupo abeliano para la restriccion de la ley + de E a V; por
tanto, subgrupo de E, es decir:
YxyeV, x+{=yleV

b} La restriccidn de la ley externa a V ha de estar definida en él,
¥xeV, ¥YackK, ,arxeV

de todo esto se desprende, pues, el siguiente:

Teorema 1: La condicion necesaria y suficiente para que un sub-
conjunto V de un espacio vectorial E sea subespacio vectorial, es que:

Y xye VA e, feEK a-x+g-yEV

En efecto, veamos que es condicidn necesaria. Si V es subespacio
vectorial, entonces ¢ - x € VA B - ¥y € V por la condicion b} y por
ser grupo abelianoa - x + -y V.

Demostremos que es también condicidn suficiente. Para ello, basta
con ver que se cumplen las condiciones a} vy b) de la definicion.

En efecto, ¥ x,y € V, tomemosa=1,= ~ 1.

Entonces:
x —y € V; por lo tanto se cumple a) yahora®% x,y € V,tomando

B = 0,queda o - x € V, que establece la condicién b).

c.q.d.

EJEMPL.OS:

1) El subconjunto de E que contiene solo al vector nulo }Dﬂ CE, es un
subespacio vectorial, pues

Yo, feEK a-0+8-0=0€)0]

2} El conjunto V de vectoresa * x, % o € K vy siendo x un vector dado de E,
es tambien un subespacio vectorial.

#ﬁ,ﬁEK,HEI "X, (g wx eV
Beologx)+b-lag-x)=(f o) x+ (6 ) x
que sera también un elemento de V.



3} En el espacio vectorial K3 sobre K, el conjunto V de ternas que tienen
los tres efementos iguales (¢, @, ) ¥ o € K, es un subespacio vectorial de K°.
Enefecto: ¥ 8,8 €K, ¥ (o, &y, 1), {ag, 0tg, @) € K3
frdoy, 0, 00) 48 {az,ay, 00} =B a,B"ap, f-a)+
tlvaz, b o, 8 0g)=Ba; +8a,fo; +8 0y, 8" ay +8 ry)

que pertenece tambien a V' por tener los tres elementos iguales,

Teorema 2: La interseccidn de dos subespacios V, v V, de E, es otro

subespacio de E.
Enefecto: v o, fEK, ¥axyeEV, NV,

xyeViNnV,=xyeV, sa-x+8-yecV,
XYeV NV, =xyeV,=2ax+8-yecV,

luego:

x-x+f-yEV, NV, v portanto, V, NV, es un subespacio de
E.

c.g.d.

7-3 COMBINACIONES LINEALES. DEFINICION

Dada una familia finita de g vectores x,, x, ... x, del espacio
vectorial E, llamamos combinacién lineal de esos vectores a todo
vector v € E tal que cumple la relacion:

V:&]'xl+ﬂ1‘x1+ip-+aq.xq

siendo &, a,, ..., &, escalares determinados de K.

EJEMPLOS:

1) El vector nulo, (, es combinacion lineal de cualgquier familia finita de

vectores.

145



146

En efecto, ya que dada una familia finita cualquiera de vectores §x,, Xz, ... Xq|
se puede escribir. |

O0=0x;+0-x,+...+ 0+ xq4

N Todo vector x, x € E es combinacion lineal de cualquier familia finita que
10 contenga,

L | - | ] |I [ ] L -
Sea por ejemplo la familia jx, X1, Xq ... Xq, . Basta con escribir;
x = 1 -x-!-O-xl +...+0.xﬁ

3} En el espacio vectorial K? sobre el cuerpo K, consideremos la familia de
vectores e, Egg ,siendo g; = {1,0) y &, = (0,1).
Entonces, cualquier vector de K? es combinacion lineal de e, vy e;, ya que
¥ilaf) e K, laf) =a- (1,00 +8- (0,1}

Teorema 3: Dada una familia finita ! x,, x, ...xq{ de vectores de E,
el conjunto de todas las combinaciones lineales de estos vectores, V,

es un subespacio vectorial de E. Ademas, es el menor subespacio que
contiene a dicha familia.

Demostremos gue el conjunto de todas 1as combinaciones lineales es
un subespacio. Para etlo, basta con probar que se cumple la condicion
necesaria y suficiente expresada en el teorema 1:

veV, Ja;,a; ..og€EKIv=a; * x, +a; * X3 + ...+ ag " Xq

W e V, Hﬁlrﬁir ...ﬁq = K|W=ﬂ1 * X +ﬁz g 3 ...+ﬁq . xq
¥y, 6 € K:

"j'"V'I‘B‘W:T'{&1'K1+E1'I1+.”+ﬂ’qxtl}+

+ 8- (B, - xy + ...+ Bg - xg)
operando y agrupando queda:

=(y-a, +8-Bi) x; +ly-ay +8 By} Xy + ..+ {y-ag+d-fgl-Xq



y como la composicion de escalares es un escalar, el resultado de
escalar por vector serd un vector, Luegoy - v+ 6 + we V.

O sea, V es un subespacio.

Demostremos ahora que es el menor subespacio que contiene a esa
familia.

Cualquier otro subespacio L que contenga a esa familia habrd de
contener, seglin expresa la condicién necesaria de T,, todas las
combinaciones lineales de esa familia y, por tanto, contendra a V: es
decir:

VCL

Y asi, Ila{naremﬂs subespacio engendrado por una familia finita de
vectores ;x;, x,,... Xq} al conjunto de todas las combinaciones
lineales de los mismos con escalares del cuerpo. Lo representaremos

por & | Xy, .. Xq |
& Y Xy, .. Xgi =lv, vEE lv=a, x, kg Xy |

Al subespacio &} x, ... xq| también se le llama variedad lineal
engendrada,
A los vectores de la familia que engendra dicho subespacio vectorial
s¢ les llama generadores, y a la familia, por tanto, familia de
generadores,

EJEMPLO:

En el espacio vectorial K? sobre K, se ha demostrado que el conjunto de vectores
(@, @, 0} ¥ &€ K es un subespacio vectorial V. Este subespacio vectorial esta

engendrado por la familia de un solo elemento x = (1,1,1), puesto que

YioooleV (aua=o-{1,1,1}

X es, pues, el generador de este subespacio vectorial que puede representarse,
por & (x) =& }{1,1,1){.
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DEPENDENCIA LINEAL
7.4 FAMILIA DEPENDIENTE O LIGADA DE VECTORES

Dada una familia finita de p vectores }x,, x;, ..., X, de un espacio
vectorial E, decimos que es dependiente o ligada si existe algin
conjunto de p escalares ¢, , ..., a, 170 todos nulos, tales que dan una
combinacién lineal nula de aquellos vectores.

kg = X, +&1'X;+...,+Etp‘xp=ﬂ

Teorema 4: La condicion necesaria y suficiente para que una familia
finita de vectores jxl, X iwin; xp§ sea ligada, es que uno cualguiera
de sus vectores se pueda escribir como combinacién lineal de los
otrosp — 1.

Es condicidon necesaria. En efecto, si }x,,... x,{ €5 una familia
ligada, 3 &, ..., &, NO todos nulos, tales que:

oy Xy tagcxg t Lt oy X, =0

Supongamos que uno de los escalares que no son nulos sea o 0,

1<i<p Entonces o™ €K; portanto
af Xi = — 01 X — 0y X3 — 0. —Qjay Xj—3 — 041 Xijpg — -u- - i pr

operando a la izquierda con o™
a7l e i xid= ot (— oy x )+ ot (= ey Xy )+ ko (—ap t Xp)
osea xi=[a"" » (—ay}}* Xy +[ai! « (—=az}]* Xo + .o+ [ - {—0p)]e X,

como todos los productos son escalares, queda finalmente lo que
queriamos demostrar, gue x; es combinacion lineal de los demas

®i B 6 Libaty e Mgy Wiy s

Es condicion suficiente:
Suponhgamos que uno de ellos cualquiera, x; 1</ < p, por ejempio,
es combinacion lineal de los otros:

h
xi == C L f'xlrxlr'" H’l_l,xl_l,l, g Hpi



esto significa que existen unos escalares B1.B2, Bt . Bjp1 - Bp
tales que

J'fl=ﬁl X1 + ".+'ﬁi_1 'xj—l +Iﬁi+l xi'l'] +- ._.+ﬁp -xp

pasando x; al segundo miembro, queda:
0 =""'1'.x!+ﬁ]_ X1 +...+ﬂj_1 .xj_] +'61"'1 -XH, +...+|'3p 'xp

Hemos obtenido, pues, una combinacion lineal nula de los vectores
de la familia donde no todos los escalares — 1, 3, , ... Bp SON nulos,
luego segun fa definicion es un sistema ligado.

Podemos concluir, pues, que una familia es ligada o dependiente
cuando uno O mas de sus vectores es combinacidon lineal de los
demas. Es decir, cuando pertenece al subespacio engendrado por los
otros p — 1 vectores,

EJEMPLOS:
1) Una familia finita cualquiera }0; x;, x4, ... X! contiene el vector nulo,
g5 ligada, puesto que podemos tomar un conjunto de escalares o, &y, 0, ..., O
talesque a0 y @, =0ay = ... = &p = 0 que da una combinacion lineal nula
a*0+0 X +0 X+ ..t 0-x,=0

¥ que no 5on todos nuios, puesto que o # 0

2) Dados en el espacio vectorial K*® sobre el cuerpo K la familia
Vi, Vo Vs

V; = ({1,0,1)
Ug_ - “,D,ﬂ}
v} = turﬂlll}

es una familia lgada, puesto que
{1,0.1) = (1,0,0) + {0,0,1)
que cumple la condicion suficiente del teorema 4.

V121'V3+1"U’3
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7-5 FAMILIA LIBRE O INDEPENDIENTE

Dada una familia finita de vectores }x,, x,, ... X % , decimos gue es
libre si los unicos escalares de K que pueden dar una combinacion
lineal nula de esos vectores son todos nulos.

a; "Xy ey X+t aycxXp= 0= mar =505 =0

EJEMPLOS:

1)} La familia constituida por un vector }x{ no nulo cualquiera de E, es una
familia libre.
En efecto, ya que si x50, en la ecuacion

e x={

que forma la combinacion lineal nula, ha de ser necesariamente o = 0, segin se
demostrd en la consecuencia 5 de 7-1-2, Por tanto, la Unica combinacion lineal
nula es con todos los escalares nulos. Es decir, i x% , x = 0 es una familia libre,

2} En el espacio vectorial K* sea la familia ey, e,, £,

e; = (1,0,0)
e; = (0,1,0)
e; = (0,0,1)

esta familia es libre, puesto gque toda combinacion lineal nula
oy *ey +ayreyta; ey =0
exige que los escalares sean todos nulos. En efecto:
o + (1,00) +a, « (0,10} +5 » {0,0,1) = (0,0,0)

operando
(07 ,0,0) + (0,05,0) +{D,0,054) = (0,00}

O sea:
(g 009,030 = (0,00)=a;, =0y =3 =0
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Teorema 5.—Dadas dos familias finitas F y F' de vectores de E, tales
que F C F’ se cumple:

a) Si F es ligada, F' es ligada.
b) Si F' eslibre, F es libre.

Vamos a demostrarlo:
En efecto: sea F = } x, x, ... x,

y F = :'Fxl,rxl voe Xpr Kpat --=-‘fq{

a] Supongamos F ligada. Entonces, 3a,;, a; ... ap € K entre los
que hay algun a; # 0 1 <7< p, tales que:

¥ podemos tomar unos escalares dgi = ap.s = .= agq = 0 y escribir
&y Xy + 4 X4 + ...+ﬂ!p * Xp +ﬂ.’p.|.|_ xp+1 + - Oig * Xg =0

y hemos obtenido una combinacion lineal nula de los vectores de la

familia F* en la que hay, por hipotesis, algin a; # Q. Luego F' es
ligada.

b} Vamos a demostrarlo por reduccidn al absurdo. Supongamos
que F' sea libre, y que F sea ligada.

Entonces, 3 «, , @3 ... @, no todos nuios, tales que
Oy X +ﬂ‘.'-2 X +...+ﬂ.'pxp=0

afadiendo ap,y * Xpoy + oo F @ Xg CONGp L = dp = o=a g =0

queda:
'u:]_xl +;-.+&pxﬂ+---+&qx,q=0

combinacion lineal nula, donde no todos los coeficientes
&;, ®2, . &p ..o Oq SON Nulos, Es decir, F' seria una familia ligada.

Hemos llegado, pues, a la contradiccion (F° libre A F' ligada), por
tanto, queda demostrado el teorema.

: Teorema 6.—Sea una familia finita de vectores X1, Xz, .0, Xp | deun
‘espacio vectorial E. Toda familia libre de vectores {y,, s, ... Vil
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del subespacio & !x;, ..., x,| engendrado por esta familia tiene un
numero de vectores m < p.
Vamos a demostrario por reduccion al absurdo. Sea, pues,

| V1, V2, e V] € 8 1X1 Xt , ¥ SUpONgamos que m > o.
Porsery, €& } xy, ..., Xy| , 5€ cumple que
B4 V1, Xy, e Xpl = & X0y v Xp (1)
ademds, la familia jy,, x,, ..., xpl es ligada, porsery, € & { Xy, ...,

Xp l . Entonces deben existir unos escalares 8, @i, ..., a¢p NO todos
nulos, tales que

ﬂ1y1+ﬂ1x|+.“+ﬂ'pxpﬁﬂ {2}

y no todos los «,, ..., «p pueden ser nulos, porque si esto ocurriese
habria de ser 8, = 0, y la anterior ecuacidon guedaria:

gy *y, =0 (3)

que implicaria y, = 0 por la consecuencia 5. Pero y, no puede ser

igual a cero, pues entonces la familia { y;, ..., ym} seria ligada contra
{a hipotesis. Luego o, #0 1< i< p.

Supongamgs que un ;% 0 sea, por ejemplo, «,. Entonces debe
existir a7' € K, y operando con €l en la combinacion lineal anterior,
queda, despejando x,,

X “'-*—”31 '“TI }Vl —{ﬂ!: 'ﬂfi-l ]x: '—---—{ﬂ!p '-"'-"i_' }Kp (4)

y asi, x; es combinacién lineal de ly,, x;, ..., x5} , por tanto
pertenece al subespacio engendrado por éstos:

Xy €& Y1, X2, e, Xp |
siendo evidente, por otra parte:
& lyl,)fgr...,xp% = & !x.,...,xpi {B)

Es evidente gue se cumple también.

8’y1ry2rxiﬁ-'-:xp;=a,y[,x:,...;xp‘ {6}



Por otra parte, la famila iyl ,yg,xz,..,,xp( es ligada, va que

V: €& | ¥1, X2, .., Xpt, luego 3 6,, By, &3, ..., ap nO todos nulos,
tales que:

Bryr * B2y tag x3 +..Fapx; =0 (7)

pero en (7) no pueden ser todos 10s «,, .., &p Nulos, puesto que de
ser asi, quedaria:

Br vy +Bay,=0

con 8, # 06 g, + 0, lo cual no es posible, porgue esto indicaria que
la familia y,,y, es ligada, y, por tanto, también lo seria la
familiay,, ..., ¥y por la consecuencia 5, contrariamente a |a hipotesis
de gue eran una familia libre.

Ha de haber, pues, 3 a; # 0, 2 < /< p. Supongamos que sea a, # 0,
Existe, pues, a7’ € k& y podemos despejar x, en (7):

X = — {8 a7y, — B; a7l ly; — {a; - az' X, —----[ﬂ!p g’ ]'XD

mostrando de este modo que x, es combinacién lineal de
! Vi, V2. X5, ..., Xy} ¥ que por lo tanto se cumple:

& }}«'l,yg, x;,...,k’p{ = & }y;,x:,...,xpi == & sxl,xz,...,xpl

Es decir, hemos sustituido dos vectores de la familia inicial por otros
dos del sistema libre, y el subespacio engendrado por la nueva familia
es el mismo que el inicial. Este proceso podemos repetirlo hasta p
veces, puesto que m> p, y sustituir todos los vectores x por los p
primeros vectores y, verificdndose que:

E ?yl.ﬂ'"'.f yp; = &.’ xl:"'rxp;

En la familia de wvectores libres han quedado todavia
' Yo+ 1, ¥Yps 2, ¥m! , Que son por hipotesis vectores del subespa-
¢io & ! X1,..., Xp| v por tanto del subespacio & |y, ..., yu | . Esto
significa que cada uno de los y; p + 1< /< m es combinacion lineal
de ia familia }y,, ..., ¥p!{ , lo cual indica que la familia {y,, y,,-..,
Vs enns me es una familia ligada, contrariamente a la hipotesis del
tecrema, y por tanto queda demostrado que m no puede ser mayor

que p.
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7-6 BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL., DEFINICION

Llamamos base de un espacio vectorial E a toda familia libre de E
que lo engendra,

EJEMPLO:

En ¢l espacio vectorial K? sobre el cuerpo K, la familia &, e;, ;5 siendo:

g, =(1,0,0)
E: = [Ur 1: Dj
e; =10,0, 1)

es una base del mismo, puesto que por un lado es un sisterna generador, ya que
todo vector la;, &y, &3} de K® se puede expresar como combinacion lineal de
ellos, siendo:

(01, 02, 03) =y - (1,0,0 +ap - 0,1,0)+0a; < (0,0, 1)

v por otro lado es un sistema libre, como vimos ya al hablar de independencia
lineal.

7-6-1 ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION FINITA

Se denominan asi todos aguellos que estan engendrados por una
familia finita de generadores.

EJEMPLO:

€s espacio vectorial de dimension finita el K* sobre K del ejemplo anterior,
puesto gue le hemos establecido un sistema generador con tres vectores,

También lo es K? sobre K, v, en general, K" sobre K con 2 finito por la misma
razon.,

En adelante, vamos a circunscribir nuestro estudio a los espacios
vectoriales de dimension finita, y a demostrar en ellos la existencia de
bases finitas.
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Teorema 7.—En todo espacio vectorial de dimension finita E existe
una base al menos.

En efecto, por ser de dimensidn finita posee una familia de
generadores finita, Sea ésta $x,, ..., x,! . Por tanto:

E=$t.7‘f1,...,xn;.i

Esta familia puede ser libre ¢ ligada. Si es libre seria una base y
quedaria demostrado el teorema. Si es ligada, esto significa que existe
alguno de esos vectores que es combinacion lineal de los demas.
Supongamos que sea x,, por ejemplo, combinacién lineal de
| X2, .., X} . Entonces, la familia {x,,.., x, |, sequiria engen-
drando E.

E:g E:.le,...,xn{

Ahora puede ocurrir otra vez uno de los dos casos: que la familia
'X2,..., X} sea libre o ligada. En el primer caso seria base y
quedaria demostrado el teorema. En el segundo habria un vector que
seria combinacion lineal de los demas. Podemos entonces suprimirio
y el sistema resultante sequird engendrando E. Supongamos que x,

sea combinacion lineal de los otros. Entonces:
E=& :Jfg, ...,xni

Procediendo de este modo, llegara un momento en gue ocurrird gue
el sistema generador de E resuftante de esas operaciones SERA
LIBRE, pues de lo contrario llegariamos, tras realizar la operacidn
n — 1 veces, a un sistema que contendria un solo vector y que seria
ligado, lo cual significarfa que dicho vector es el vector nulo, y que el
espacio vectorial engendrado por €l seria el trivial E= ) 0! .
Conclusion: Sabemos, pues, con este teorema que todos los espacios
vectoriales de dimensién finita poseen alguna base, y que ésta se halla
tomando un sistema de generadores cualquiera, y eliminando de &l
los vectores que sean combinacion lineal de los demds, hasta obtener
un sistema libre.
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EJEMPLO:
Dado el sistema de generadores %xl, X2, X3 X4, x5} de K* sobre K
x; ={1,1,1,0)
x! = {OITIUIU-,
Xy = {1i1 ro.rO}
x, =(0,01,1}
xs=1{00071)
determinemos una base de este espacio vectorial. Para ello busquemos si hay
alguna combinacion lineal entre ellos, es decir, veamos si existen unos valores

distintos de cero para |0s escalares &, ¢z, 03, (g, &5, que complan:
Qp "Xy F Qg xpt oz m X3ty xqg tos 7 Xs =0 (")
Sustituyamos los vectores por sus componentes y operando quedara:
oy + (1,1,1,0) + oy + (0,1,00) + 3 « (1,1,00} + 04 + (0,0,1,1) + &5 - {0,0,0,1} = {0,0,0,0}
Es decir:

{D'rl + Tt ﬂ:l ¢ D} + ID: n:".."r Drn, + {&3 ' &3 ,_U,D} + {Dru: &41 "-1’41 7 {D:nrnr &5} — {D,U,D,ﬂ:l

Sumando y agrupando queda:
{E| +ﬂ3,ﬂ:’1 +D.’1 +ﬂ.’3,ﬂl +a4.! L +'EE5.:| = {0, Dr Dr 0)
E igualando, queda el sistema:

a1 T3 =0
o oy oy =0
ap tags =0
I'I4+ﬂ’5 =0

en el que facilmente se aprecia:
a; =0 y @ =03 = —&, =0

fe S B

(*) 0 indica el vector nulo de K* scbre K, es decir, 0 = {0,0,0,0)



Y sustituyendo esto en la ecuacion inicial queda:
ap " (x; — X3 —X4 +x5) =0
Y como esta ecuacion es valida para ¥ o; € K queda:
Xy =X3 = Xg +x5=0
de donde se puede despejar, por ejemplo, x,

Jfl =X3 +4-"f4 — X

como x; €5 combinacion lineal de los demas, podemos eliminarlo y queda el

sistema generador reducido a:} x;, x3, X4, Xs ;
Veamos ahora si este sistema es libre:

By =Xy +f83 x5 04 x4 +8s°x%x5=0

Operando como antes:
I:Dr _ﬁlr ul D} + {ﬁﬂr ﬁjl Dr U} + “:]r n.l ﬁq-r ﬂ-‘} + ':ﬂ, ur Dr ﬁsj = {D; Ur Dr U}

Sumando y agrupando:

(83,02 + B3,84.84 +85)=10,0,0,0)
Es decir:

Que resolviendo da i, = 83 =8, =f; =0
Y por lo tanto, los cuatro vectores }xg, X3, x4,x5E son independientes, y por
tanto, constituyen una base,

Acabamos de ver que de una famitia de generadores siempre podemos encontrar
una base contenida en ella, Veamos ahora que a partir de una familia libre
podemos formar tambien una base.

Teorema 8.—Dada la familia libre F, siempre existe una base que la
contiene,

En efecto, puesto que nos estamos refiriendo a espacios vectoriales
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de dimension finita, existe siempre una familia finita de generadores
G de ese espacio vectorial. Entonces, la reunién

R=GUF

es también una familia de generadores.

Consideremos ahora el conjunto de todas las partes de R libres que
contienen a F, Llamemos a este conjunto H

Hzlx,x:: R1Xeslibre AF C X

H no es vacio, puesto que contiene, al menos, a F.

Observemos ahora el namero de elementos que tienen los X € H, vy
supongamos que p € N sea el maximo numero de elementos que
poseen.

Tomemos, pues, unY € H que posea p elementos Y = 1y, ..., Yo
Entonces, se cumple gue:

FeyYc R

Y pueden suceder dos casos:

1) Que p=n." de elementos de R, con lo cual Y = R v R seria
libre y generador y por tanto base, quedando demostrado el teorema.

2} Que p < n.° de elementos de R.
Entonces: ¥ x,x € R — F, la familia formada por {x,y,, ...... yo |
seria ligada, pues de lo contrario tendriamos una familia libre que
contiene a F con p + | elementos, contrariamente a 1o que hemos
dicho mas arriba, de que el maximo nimero de elementos de estas
familias que contienen a F es p.

Si IV, o ¥p! esligado, 3 a;B8,,8;, ... B, € K no todos nulos,
tales que:

ﬂ'x+ﬁ1'y1+ﬁ='y1+ ...... +ﬂp'yp=u
donde, ademas, no puede ser nulo « puesto que ello implicaria que Y

es un sistema ligado; y por tanto 3a™! € K.
Despejando x queda:

x=—la™ B)  Yr— e —HlaT! - Bp) r yp



Luego ¥ x& R — F es combinacion lineal de los vectores de la
familiaY, y FCY, luego todo x € R es combinacion lineal de Ia
familia libre Y, v como R es una familia de generadores, Y también
lo es, por tanto Y es base.

Luego vemos gue siempre podemos completar una familia libre
cualquiera con los vectores libres que hagan falta, basta obtener con
ella una base.

Teorema 9.—En un espacio vectorial E de dimension finita, todas las
bases tienen el mismo ndmero finito de vectores,

En efecto, el nimero de vectores de una base cualquiera es finito,
puesto que una base es una familia de generadores y por definicion
de espacio vectorial de dimension finita, ha de tener un nimero
finito de elementos.

Veamos que todas las bases tienen el mismo nimero de vectores. Para

ello consideremos dos bases distintas B y B’ del espacio vectorial E, vy
sean

Card {B) = n
Card (B')=n'

teniendo en cuenta que B es una base y por tanto una familia de
geheradores y que B’ es una familia libre y aplicando el teorema 6:

n<sn

y a la inversa, teniendo en cuenta ahora que B’ es la base y por tanto
familia de generadores y B es una familia libre del espacio E
engendrado por B, por el teorema 6 tenemos

f

n<n
de estas dos desigualdades se deduce finalmente

!

T=n

7-6-2 DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL

Llamamos dimension de un espacio vectorial de dimensién finita E,
al nimero de vectores de una base B, de él.

158



160

El teorema 9 nos asegura que la dimensién puede hallarse a partir de
una base cualquiera, puesto que todas tienen el mismo ndmero de
veciores. |

EJEMPLO:

Hemos encontrado que {1,0,0,0), (0,1,0,0}, (0,0.1,0), {0,0,0,1) forman una base
de K* y que también lo son (0,1,0,0), {1,1,0,0}, (0,0,1,1), {0,0,0,1}, luego la
dimension de K* es 4. Podemos igualmente decir que la dimension de K" es 1.

Teorema 10.—Sea }x,, xp§ una familia de p vectores libres de
un espacio vectorial E. Todo vector j/ perteneciente al subespacio
& }x,, ..... : xpf engendrado por estos vectores puede expresarse de
una forma dnica como combinacién lineal de los vectores de dicha
familia. Es decir, que los p escalares a4 , ..., ap € K tales que:

Y=o "X + ... + a, v Xp
50N UNicos.
En efecto, supongamos que para un vector v & & } x,, ...... Xp| exis-
tan dos conjuntos de escalares distintos 8; ...... Bo ¥ By ...... 8, tales
que:

V=8 Xy o+ g - X

v=51 - + ......‘I"Ep 'xp

igualando tenemos:

]31;':1"" ...... +ﬂpxp=l51 x1+ ...... 'I*Ep'xp
osea: (B, —8,}-x; + ...... + (B - 8p)  xp =
Ahora bien, como {x,, ... Xp! es un sistema libre, todos los

escalares que aparecen en esta combinacion lineal han de ser nulos,
luego:

ﬁl“a.:[:[} = .B_lmﬁl

[
*

Bp —b8p =0 = B, =106,



lo cual es contrario a la hipbtesis de que ambos conjuntos de
escalares eran distintos, y por tanto queda demostrado el teorema.

Consecuencia: Dado un espacio vectorial E de dimension n y una
base de él, B= {¢,, ...... &,{ todo vector de E puede expresarse de
una forma Unica como combinacion lineal de los vectores de ia base
184 L sviian ent

Esta consecuencia es evidente a partir del teorema, supuesto que en
estecaso E=& !e,, ... enl v 1€, cue e,y 8suna familia libre.
Esta consecuencia nos permite asignar en el espacio vectorial E de n
dimensiones definido sobre K a cada vector x un conjunto de n
escalares {a,, ...... o} Unico

Asi, pues, @ cada x € E se le puede asignar, conocida una base de E,
un vector y solo uno del espacio vectorial K" sobre K. Es decir, que
conocida una base de E, las operaciones con un conjunto de vectores
de E se convierten en operaciones con un conjunto de vectores de K",
y el conocimiento y manejo de E se convierte en el conocimiento vy
manejo de K", De ahr la importancia de este dltimo.

7-7  COORDENADAS DE UN VECTOR

Llamamos coordenadas de un vectorx € Eenunabase B=1e,......
enf del espacio vectorial E, al conjunto de escalares oy, ...... an € K;

con los que se expresa x como comhbinacidn lineal de los vectores de
B.

.I:'ﬂfl 'E] +......+ﬁn'En

EJEMPLO;

En el espacio vectorial K* sobre K, la base constituida por 18, e, €2, €
1.82,€3, 64

e; =1{1,0,0,0)
'Ei = {uf'lllnl[}}
e, = (0,0,1,0)

g4 = (0,0,0,1)
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se llama base “‘canonica’’ o "'standard’’. En ella todo vector (&, oz, aj, 0xy) de
K* tiene por coordenadas los cuatro mismos escalares que lo definen, ya que:

{ﬂl,ﬂg, (s, &4] =y “,O,U,UJ + 0 {0,1,0,0} +li1'3 4 {U,D,1 ,E” +l'.'l'4 " {0,0,0,11

y las coordenadas seran, pues, a;, &, Gz, &,
Particularicemos ahora el cuerpo K a los reales I =. R, con lo que K" serd RP

Tomemos ahora otra base cualguiera; lade un ejemplo anterior: B’ = iul, Uy, Uy,
tg!

ty = (0,1,0,0)

ux = (1,1,0,0)

iy ™ {0,0,1,1}

us = (0,0,0,1)

El vector (2,3, —1,=2) que en la base candnica tiene unas coordenadas
2,3,-1,—2, en la base B’ tendra unas coordenadas f;, 8;. 83, 84 Que vamosa
determinar:

{21- 3! _11_2.:' :ﬁl * {0,1,0,0} +i‘31 % {1-11'0-D] +ﬁ.3 E tDrUiTJT}
+ B4 - (0,0,0,1)

operando y agrupando queda:

{2,3,-1,=2) = {f2. B1 + 82, 85, 83 +84)
gigualando:; =1, B> =2, B3 =—-1, f4=-1

luego en la nueva base B’ tiene unas coordenadas 2, 1, —1, —1 que son distintas
de las que poseia en la base canoOnica, y es que las coordenadas son solo los
escalares de la combinacion lineal de los vectores de |a base que nos da el vector
deseado y que variaran al variar la base en que se expresa un vector dado,

e

Asf, pues, un vector tendrd coordenadas distintas segun que se
exprese en una base o0 en otra, y se impone por tanto el arbitrar el
paso de las coordenadas {«,, ...... ¢, ) de un vectorx € E en una base
B, a las coordenadas (8,, ...... 8,) del mismo vector x en otra base
distinta B’ de E.

-n el espacio vectorial K? sobre K, el problema de cambio de base
podemos resolverlo de momento del siguiente modo: Supongamos un
vector x € K", que posee unas coordenadas conocidas {o, ,
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respecto a una base B= jv,, ..... ¥,| y deseamos hallar sus
coordenadas respecto a otra base B' = {u,, ...... tni. Consideremos
para ello que ios n incognitas 8, , ...... 8, son las coordenadas respecto

a B' que deseamos hallar. Por definicion de base el vector x se
expresara:

en la base B X=0; "V + cuin t oy ¢ 1,

enlabase B x=§8, u; + ... + 8, - U

Igualando ambas expresiones, pues se trata del mismo vector x:

]
b
+
+
=
5
=~
o
J

=8, Uy + . o T Py < W

y de esta igualdad, aparece a la izquierda un vector, gue por ser un
elemento de K" es un conjunto ordenado de n escalares, v a la
derecha, otro vector que es otro conjunto ordenado de 77 escalares.
Para que ambos sean iguales, por definicidn de conjunto ordenado de
n elementos, han de ser iguales cada uno de sus escalares respectivos.
El 1.° de la izquierda igual al 1." de la derecha. El 2° al 2°, v asi
sucesivamente, el en-esimo de la izquierda al en-esimo de la derecha,
con lo que aparecen 7 ecuaciones, con los 77 incognitas 8, , ...... B,. De

la resolucidon de este sistema de ecuaciones, obtendremaos las coorde-
nadas que buscabamos.

EJEMPLO:

Consideremos en el espacio vectorial R° sobre R el vector X, que en la base
B = ‘, Vy, Vo, vgi tiene por coordenadas 2, -~ 1, 1, siendo:

vy =1{1,1,0)

I'"ri o [Dr 1: 1}
Vy = '[1, D, 1}
¥ busquemos sus coordenadas en la base: B' = } Uy, Uq, u3{ , stendo
ul = {11- 2; 3}
iy = EDI 2: e 1}
u3 = {_ 3- ﬂp E”
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siguiendo nuestra explicacion anterior:

x=2-{1,1,0~1-{0,1,1)+1- (1,07
x=0 1,23 +p,-(0,2,—-1)+§3* (- 3,0.0)

Igudando:
2: (L1, —=1-(0,1,1})+1-01,0,1) =8, - {1,2,3}+6, - 10,2, -1} +8; - (—3,0,0)

Operando los escalares con los vectores y agrupando queda.

(3,1,0)={8; — 363,26, +26,, 38, — P2}

0 sea:
3=4,—3
81 — 38, | : ; -
1 o 2ﬁ1 "t zﬁl ‘r rES'DI'-"E‘"dD ﬂ] —_ E' ﬂ: —_ — E: ﬂ:il R E
0=38, — 6
Por tanto, las caordenadas de x en B' son 1—. _ _33: - _;%

7-8  DIMENSION DE UN SUBESPACIO

Teorema 11.—Todo subespacio vectorial V de un espacio vectorial E
sobre K de dimension finita n, es de dimension finita y se cumple
ademas

dimvV<n

En efecto: Si el subespacio es V= {0/} el teorema es trivial.
Supongamos que Vs }0!. Entonces tomemos un vector v, € V
v, #0 y construyamos & jv,{. Si V=28 }v,{ el teorema esta
demostrado, pues la dimension de V seria 1. Supongamos que
V#8& |{v,;. Tomemos otro vector v, € V—& 'v,{, v, # 0,enton-
ces v, es linealmente independiente con v, vy por tanto la familia
ivi, vzl es libre, y formemos el subespacio & v, vl Si V=8
{v,, v, | el teorema estaria demostrado, pues v, y v, son linealmente
independientes {ya que v, & & ! v,tlydimvV=28iV£§g §v1, v, |



tomemos otro vector V3 € V — & jv,, v, , siendo por construccion
la familia {v,, v,, v4! libre, y asi procedemos sucesivamente. Supon-
gamos que se ha realizado este proceso 1 veces sin haber encontrado un
caso que demuestre el enunciado y que se sigue cumpliendo que
V#& (¥, ., Vol . Entonces vy, € V=28 vy, ..., Vi |, lo cual

significaria que la familia {v,, ...... , Vo, Vel €5 una familia libre
con n + 1 vectores, que evidentemente es imposible, ya que

CVCE

3 Vi, ceeeens Vs Vel

y segun el teorema 6, como la base (familia de generadores) de E
tiene n vectores, cualquier familia libre de E ha de tener un niimero
de vectores menor o igual a n y, en consecuencia, no es posible que
exista algin v,,, €V =& v, ....., o {; luego, como maximo
V==81 W, e vn| siendo vy, ...... , Vol una familia libre. Ahora
bien, una familia libre con 1 vectores de E engendra todo el espacio
vectorial E, luego en este caso |imite V = E.

Hemos demostrado, pues, que la dimensién de V es,dim V < n.

7.9  SUMA DE DOS SUBESPACIOS

Sea el espacio vectorial de n dimensiones E sobre K. Dados dos
subespacios V y W de E, llamamos suma de los dos y lo represen-
taremos por V + W a un subconjunto de E, definido del siguiente

modo:
L=V+W=ix+y v¥yxcV A ’?‘VEWE
L a surna de los dos subespacios se forma, pues, sumando a cada vector

del primer subespacio V con cada uno de los vectores del segundo W.

Demostremos que la suma de dos subespacios L= V + W, definida
de este modo, es un subespacio.

En efecto, vamos a ver gue se cumple el teorema 1, y que por tanto L
es un subespacio vectorial,

Yz,,zz€4L, 3x,,x, €V h.aylry'lew lzi=x, vy, N Zy=x3 + ),
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Voo, 0 EK,

oy 22 tay cZ;=a- X Y )t a; : Xy + Va) = a, * X, +.ﬂh ‘Yt
+ oy "Xy tagc Ve = lay X Fay Xt lag oy +art yy)

y como V vy W son subespacios vectoriales,

&y “X; *To; X, EV A o)~y +a; cy, €W

luego o, * 2; + a3 2, € L

L. es, pues, un subespacio vectorial,

Teorema 12,—El subespacio suma L de dos subespacios V, Wde E, es
el menor subespacio vectorial que contiene a fa reunion V U W.
En efecto, si tomamos el vector 0€ V vy le vamos sumando cada

vector de W, se obtiene el subespacio vectorial W.
Luego WC L

S ahora tomamos el 0 W vy le sumamos cada vector de V,
obtenemos el subespacio V, lueqgo por definicion de L:

VCL

entonces VU WCL

Por otro lado, cualquier subespacio S de E que contenga VU W
cumplira: (¥ x € V= x € S)Al¥ y € W= y €8),luego por definicidn
de subespacio, también, x + y € §, y por tanto L C S,

Queda demostrado, pues, que el subespacio suma L esta incluido en
cualquier subespacio S que contenga a VU W vy por tanto L es el
menor subespacio gue contiene a esta reunion,

7-9-1 DIMENSION DEL SUBESPACIO SUMA

El subespacio suma L de V y W tiene una dimensidn finita, puesto
que es un subespacio de E, y E tiene dimensidén n. Vamos a establecer
la relacion existente entre la dimensién del subespacio suma vy las
dimensiones de V y W.



Teorema 13.~Si dim V=r y By =i vy, ccoee., V¢| ¥y dim W=5 vy
By = iwl, ...... , W, | entonces el conjunto hq, ...... s Vs Wi, ceenen, wsi
es generador del subespacio suma L.

Enefecto,¥ze L IxeV A JyeWlz=x+y
pero, porserxcV x=qa, v, + ... + o+ Vv,
vporseryeW v=8, ~'w, +......+ ;- wyg

Luego:
Zm Xty =0 c Vot o, +oa, W F By oWy o + B, - w,

por tanto Z€ L es combinacion lineal de jvi, ..., v, Wy, ..., W, |
Luego este conjunto es generador del subespacio L.

Teorema 14.—Dados los subespacios V y W de un espacio vectorial E
de dimensiGn n se verifica:

dmiV+ W +dim{VNW)=dimV+dmW
£En efecto: Supongamos que dim V=r, dmW=5 dim{Vn
N W)=m.
Sea B, = |ey, ..., €n{ una base del subespacio interseccion.

La familia libre B, cumple:

ey, ..., emt GV
jel,...,emg C W

En virtud del teorema 8 la familia libre B, puede ampliarse con
vectores libres de V — {V n W) hasta lograr una base de V.

B\F = 3 Er,+ €/ Vmatr Yme2s - qu,
y de igual modo se consigue una base de W:

Bw — ’Elf rxr g Emf Wm_l_,_'l_,. wm+2r"'f WSE

Teniendo ahora en cuenta el teorema 13, el conjunto:

S= 3‘91; FER p Em, Vm_b_‘[‘r ooy vl'r qu_l; snEg W5
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i
engendrard el subespacio suma V + W. Entonces, de este conjunto

generador sé podrd deducir una familia libre gue engendra el
subespacio.

Vamos a demostrar que todos los vectores de S son libres, y por
cunsiguiente,‘ S es la base del subespacio suma. Supongamos que
exista alguna Fﬂmbinaciﬁn lineai, de coeficientes no todos nulos, entre
los vectores de S y probemos que ésto no es posible:

Tl = E] + nEngy + Tm " Em + “m,l_l = Fm-l-l + wangy + ﬂr * vl- + ‘TLF) + ﬁl‘l‘l-l-l E WIT‘I-«I-I + wangy + ﬁ! * WE _— u

También se puede escribir como:

—ﬂm_‘_l w2 vm+| = ams _&r 2 vr = T]_ = E_t + "na + "rm * Em + ﬁm+1 . Wm+1 + L + ﬁs . W5

El vector del primer miembro de |a igualdad es un vector de V por ser
combinacion [ineal de vectores de la base B, y no puede pertenecer a
la interseccion (puesto que, por definicién: v,,,,, ... v, E VN W),
salvo que la combinacion lineal de las v sea nula y sea, por tanto, el
vector 0, que pertenece a todos [os subespacios y, por consiguiente, a
Vnow. Hlf

El vector del segundo miembro es suma de un vector del subespacio
interseccion J= Y1 €+ et Ym € EV W {y por definicion
de subespacig interseccién ve VA uUE W), v de un vector que
pertenece s6lo a W: fp.1 *Wha + ...+ 85« W, {por ser
Whot, o We % W— (VN W)). Luego, definitivamente, en el sequndo
miembro hay un vector que pertenece a W.

Entonces, como el primer miembro es igual al sequndo, tenemos un
vector que pertenece a V {1.°" miembro) y que pertenece a W (2.°
miembro). Es|decir, un vector que pertenece a VN W, que por lo
dicho en (1}, sblo puede ser el vector nulo.

l.uego todos lgs coeficientes seran nulos:

Y5 = o F fm T Ot = T 0 = 0 ="'r'"—l"35='0

~ Es decir, la Unica combinacion lineal existente de los vectores de S es
aquella en que los escalares son todos nulos, por tanto, es un sistema
libre y base de|V + W.

La dimension de V + W serd el nUmero de vectores de la base S del
mismaQ. Es dechr:



dmi{iV+Wl=m+fr=—m)+fs —ml=r+s—m
y como r, s y m son las dimensionesde V, Wy VN W,
queda: dim (V + W} = dim V + dim W — dim (V n W),

comao querjamos demostrar,

7-10 SUMA DIRECTA

Consideremos como en los casos anteriores dos subespacios V v W de
un espacio vectorial E de n dimensiones. El subespacio suma de
ambos sera:

L=V+W=lz=x+y;¥xEVAY ycW|

Ahora bien, el hecho de que cada vector de! subespacio suma se haya
obtenido sumando uno de V y otro de W, no significa reciproca-
mente que dado un vector z&€ L, existan dos elementos uUnicos
Xy € VAy, € W tales que 2= x; + y,. En principio podrian existir
otros dos vectores x; € V A y, € Wtalesquez = x,; + v,

Si esto sucede, igualando ambas expresiones

X, Ty =x3 V2

pasando x, al primer miembro e ¥, , al segqundo queda:

X1 —Xz =¥V — V¥, (1}
vporserx,, x, €V = x;, —x; €V
y también: y,,y,. eW=y, —y, €W
luego el vector de (1) es del subespacio interseccion V. W

Jf, —}f: =y2 —Vl EVHW
Entonces, es evidente que dado un vector z € L, su descomposicion
comosumaz=x, +y, deun x; € V vy otro ¥y, € W no es unica si
VNnWs# 0 , puesto que tomando un vector cualguiera

v=0 veE VN Wse tiene:

Z=[x, + v} + fy, —v}

169



170

y ahora, el vector x; + v = x, es. un vector distinto de x,, siendo
X, € V (por pertenecer v a la interseccion), v el y, + v =y, esotro
vector distinto de vy, ¥ ademas y, € W.

Podemos EI‘I‘t{!JHEEE enunciar el siguiente teorema:

Teorema 15.+La condicion necesaria y suficiente para gue un vector
z&€ V + W se| pueda descomponer de una forma Gnica como suma de
unx; €EWyoptroy, EWesqueVnWe= 30{

Es condicion jnecesaria. En efecto, ¥ v& V N W se cumplird

y como la descomposicidn es Gnica, se ha de cumplir:

A’. +V=xli #V—U

Vi = V=V,

yporlotanto VN W= }01

También es condicidn suficiente. Supongamos, para demostrarlo, que
hubiese dos expresiones distintas:

Z= XtV F Xy Y CoON X1, X, €V X, #X2 ¥ ¥y, ¥, EW

Entonces: I

| Xy =Xy =Yy —Y, EVNW

¥ COMO por hiip&-tesis VN We IO{

X1 —xg=D = X1 = X3
Y:—V¥1=0 = y, =y,

que demostraria fa condicion suficiente por reduccidn al absurdo por
contradiccidn con I1a hipotesis de la misma.

Conclusion: Guando dos subespacios Vy Wcocumplenque Vi W = ﬁ 0 i
se dice que san independientes, y entonces la suma de ambos se llama
suma dfrecta,ly se representa por V& W,

con ¥y, # vy,



7-11  SUBESPACIOS SUPLEMENTARIOS

Dos subespacios V y W de un espacio vectorial E de n dimensiones, se

dice que son suplementarios cuando cumplen las dos condicicnes
siguientes:

1) Son independientes: VN W= |01
2) SusumaesE: V+W=E

Es decir, /la suma directade VyWes E
VEW=FE

En este caso, como se desprende ya intuitivamente, todos los
vectores de E que no estan en V lo estaran en W y reciprocamente.
En cuanto a la dimension de los mismos, podemaos aplicar el teorema
14 de la dimensidn;

dmivew+dm{iVnW=dmV+dmWw

En virtud de la condicion 1.2, dim (VN W} = Q, y envirtud de la 2.2,
dim (V& W) = n. Luego:

dmV + dmW=pn

Entonces, dada. una base del espacio vectorial E: B= le,, ...... e,
los vectores de la misma habrdn de ser o bien de V o de W. Si
suponemos que V tiene dimension dim V = n7;, entonces dim W =
=n-n,, ¥ habra n, vectores de B que pertenecerdin a V vy

constituiran una base de V, y los demdas n-n, formaran una base de

W.
Inversamente, dadas dos bases B, = vy, oe. Va1) ¥ By = [ Wy, e
wW,.,1 respectivamente, el conjunto de vectores vy, ...... . Vi, Wy,

...... . Wn.n1{ €5 una base del espacio vectorial E, como se ve
facilmente a partir del teorema 13 y de la condicién primera de
subespacios suplementarios.

EJEMPLO:

En K? sobre K, el subespacic V engendrado por (1, 0, O}, (0, 1, 0)! vel W
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engendrado por ]{D, 0. 1}:1 son suplementarios, pues cumplen las dos condicio-

nas.

1.2 Son independientes: En efecto, supongamos que no, que 3zEV NW

a) PorserrEVz=0a+{1,00)+8-{0,1,0) = {q B, 0)
b) PorserzeWz=1v-(0,0,1=1{0,0, 7)

Jgualando:

oseaz = (0, 0,

0)

2. .00=1{0,0,7v) = a==9=0

por tanto vnw={ul

2.2 Su suma es K3.

se tiene tambier

sablamos

En efecto ¥, €EK?
v={a, B, v}, sabemos que
v={e, f,0) + (0, 0, v}, y ahara
(o, 8, 0)=a(1,0,0)+81(0,1,0}E V
(0,0,7)=7v(0,0,1)eW
Luego:
K =vew

1 que {1,0,0) (0, 1,0} {0, 0, 1} es una base de K? como va

p——

|
712 ECUACIONES DE UN SUBESPACIO

Un subespacit'a vectorial podemos, en general, caracterizarlo dando un
sistema de ge:neradnres del mismo o, en particular, una base. Sin
embargo, podemos utilizar otros modos para representario que quiza
seran particularmente Otiles en el estudio de la geometria.

EJEMPLO:

Consideremnos €) subespacio V de R* que hemos visto anteriormente, engendrado

por | vy, vy, s

Fl = {Tr 1r -'1!' DJ
¥y = {D, 1_,0, 11
vy = (—1,:0,0, 1}



Entonces, todo vector x = (8, 84, 85, §4) € V sera combinacion lineal de ellos:
x=a*vy+8-vy;t+y.vy

decir:

(6,,862,65,84)=a-{1,1,=1,00+8-1(0,1,0,1} +4-(—1,0,0, 1)
y operando (8,,0,,84,84)=lae—-v,a+8 —a,g+49)

luego:

(1) &y =a—1

{2) 6, =a+f
(3) 8, =—a
{4} 54=Il'3+'}‘

hemos obtenido unas ecuaciones que nos expresan 10s escalares &4, 8,, 85, 84
que definen el vector x de V vy que son tambien sus coordenadas en la base
canonica, en funcion de tres parametros «, 8, v. Estas ecuaciones se liaman
ecuaciones paramétricas del subespacio V.

De estas ecuaciones, se pueden eliminar los parametros.

En {3} tenemos: @ = — §,. Sustituyendo en {1}, {2} v (4):

{1F} 51 =""53 =Ty
{ZFJ 53 =—53 +ﬁ
{3’]‘ 54 =ﬁ+"f

Es decir:

Sustituyendo en {4') queda;
54 T 5-2 "'I"-ﬁa —61 —53

que finalmente da:

8, ~8, +8, =0

gue es una ecuacion que relaciona las coordenadas en la base candnica de un

vector x del subespacio V entre si. Estas ecuaciones se llaman ecuaciones no
paramétricas del subespacio,
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Un subespacip vectorial puede venir caracterizado, pues,
(1} Por una base del mismo.
(2) Por sus ecuaciones parameétricas,
(3) Por sus ecuacignes no paramétricas.

EJEMPLO:

Hallemos el subespacio V de R* que tiene por ecuaciones parametricas

xSV, x=8;
hase canonica,

lLuego:

5, =0

b, =a+28
8, =a —§3
6a=20

rey+d, 0, +835 @3 +8, 64, siendo Yoy, e,, 83, 84! la

|
x=0e; +latt2B) e, +ilo—f)-e; +28- ¢,

es decir:

X=0" & +2|'3'E: +{I'E3 “3'6‘3 +2.6'-E'4

0 sea:

x=0rfe, ezl B (203 —ex +26,)

Sustituyendo los

x=a-[{0,1,0,

vectores de la base por su expresion en R?

0)+1{0,0,1,0}]+8-[2+10,1,0,0} —(Q,0,7, 00 +2+(0,0,0,1}]

Sumando los vectores

x=a+{0,1,1,0)+4+1(0, 2, -1,2)

donde « y 3 son'dos elementos de R.

Todo vector, pues, x €V puede escribirse como combinacion lineal de los dos

vectores (0, 1, 1';

Q) v (0, 2, —1, 2} que ademas son linealmente independientes.

Luego esto significa que (0, 1, 1, 0} ¥ {0, 2, —1, 2) son una base del subespacio

vectorial V. |




Hemos conseguido, pues, obtener la hase dadas las ecuaciones
parametricas.

4} Vamos a hallar ahora el subespacio W de R? dado por las siguientes
ecuaciones no paramstricas:

51 +262—53=D
151 "51=U

Entonces todo sector x € W tiene unas coordenadas en la base canonica (8, 63,
53,84). Es decir:

x=0y°e, +8; e;+83 €548, e,
Sin embargo, las cuatro coordenadas no son independientes entre si, sino que
verifican las dos ecuaciones no parametricas del subespacio. Despejemos, pues,
de aquellas ecuaciones dos coordenadas en funcion de las otras dos:
De la segunda ecuacion: 6; = b,
y sustituyendo en la primera: &§; =20,
L levando esto a la expresion de x:
x=6; e, +8,0,+38,-e;+6, e,
x=0, e, +e; +3e3)+b4 " e,
&5 decir:
x=8,{{1,0,0,0)+{0,1,0,0) +3(0,0,10}]+8&, *(0,0,0,1)

x=8,(1,1,3,0+8, - (0,0,0,1)

Como &, y 64 son dos elementos cualesquiera de R, esto significa que h, 1.3,
0)y({0,0,0, 1) sonunabasede Wy dimW=2

Hemos pasado, pues, de la representacién del subespacio por sus
ecuaciones NO parameétricas, a su representacion dando base del
mismo.
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TEMA 8 APLICACIONES LINEALES

8-1 Apficacion lineal. Definicién

8-2 Existencia y unicidad de la aplicacién
8-3 /magen|de un subespacio

8-4 [Irnagen|reciproca de un subespacio

8-5 Nuacleo 'de una aplicacion fineal

8-6 Cfasiﬁcﬁcfén de las aplicaciones lineales
8-7 HAango dle una aplicacién

8-8 fnterprcl.'tacfdn de la nocion de base

8-9 Espacn:r' vectorial de las apficaciones lineales de E en F.
8-10 Producto de dos aplicaciones lineales
8-11 Anitlo c:lfe fos endomorfismos

8-12 Grupo de los automorfismos

8-1 APLICIACION LINEAL

Definicion: Sean dos espacios vectoriales E v F definidos sobre el
mismo cuerplm conmutativo K. Una aplicacion f: E - F entre estos
dos espacios vectoriales se dice que es lineal, o que es un homo-
morfismo enitre ellos, si cumple las condiciones siguientes:

[} h‘x,yE:E Fix +y) = fix) + fly)
) ﬁ‘ael‘fi,vxEE flax)=a- ffx)

I v ; s
Estas dos candiciones pueden ser combinadas, obteniendo una sola
del siguientemodo: Una aplicacién £ : E — F es lineal si v solo si:

) ¥ a,BEK,¥XyEE flax+f-y)=ua-fix)+8- fy)

Veamos que en efecto esta condicidn es equivalente a las dos
anteriores.
= S la aplicacidon cumple 1} y I}
e K, ¥xlyek

, entonces fenemos: % o,




envirtudde l): fla-x+8-y)=Fla-x)+Flg - y)
y finalmente, por il): fle - x+ 8- y)=a- fix) + 5+ f{y)

< i la aplicacién cumple la condicion 1), entonces, tomando
a=f=1

fix +y)= fx) + ffy) que es la condicion |)
y ahora, tomando 8 = 0
flax+0-y)l=fla+-x)=a- fx) queeslacondicién II)

luego las condiciones {) y 11} son equivalentes a la 111)

EJEMPLOS:

1) Dado un espacio vectorial cualquiera E definido sobre el cuerpo K,
definimos una aplicacion identica

f:E—=E
V“XxEE, fix)=x

Esta aplicacion es lineal. En efecto:

Ya €K, ¥YxyEE
fla-x+@-yl=ax+0-y
por definicion. Pero x = ffx) e y = f{y} por tanto:
flacx+B-yl=a-fx)+8- fly

2) Podemos generalizar este ejemplo, tomando un escalar 8§ €K, fijo
cualquiera, y definir |la aplicacion f: E - E

YxE€EE ¥Hx)=06-x
Esta aplicacion es también lineal, puesto que

Yo ffecK. ¥xyeEE
fla*x+Beyp)=0 -lax+B yl=8 (a*x)+85- (8- y)
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como &, &, f§ son

elementos de K, que es conmutativo:

Flarx+Byl=a(E-x)+0+(6+y)

y teniendo en cuenta que § - x = fix) vy § » v = ffy) queda

fla~x+5-y)=a-fix)+8-Ffiy)

3} Considetando los espacios vectoriales K" sobre K y K sobre K, podemos
definir la aplicacion

F: K"K
COMOo:
W oy, .oy O ) €

Veamos gque es |

KPP flay, .. o) = o

neal.

v Y.85EK, ¥ {ay, . a.), 8y, ... 0, €EK"

tendremos

Fly - {ay, ..., on

y por definicion

f{'}"ﬂ"l + & Hl.—“

pero  f{o,, ...,

y+E& - By, v Byl =F (v +6 8y, ... Ya, +8 )
de la aplicacion £:
l.,"rﬂ:n +éB)=y o +6 5,

tnl=ay ¥ i1, ... Bn) =5

Luego queda que la imagen final es:

es decir, es linea

v oy, .., aq) 6 F{B;, ... Bn)

- Consecuencias!

a} Sea una familia finita de vectores de B i nus xpf. Sea

también v =

1 Xy +, .., + ot x5 una combinacién lineal cual-




qguiera de estos vectores. La imagen por medio de la aplicacion lineal
f: E-> Fsera:

flv)=a, - fix,)+, ., + o, - Fixy) {1}

o cual es evidente, pues se deduce de aplicar p veces la condicion |1H)
de linealidad de £

En adelante, para las combinaciones lineales de una familia finita de
vectores, utilizaremos a menudo el signo sumatorio

p
Xy * Xy +, ...,+ﬂp * Jr.'p =|Er:r:i * X
=1

quedando de este modo la consecuencia a} como:

f{_gﬂi‘xi}= _E a; + Fix;) (2)

=" i=1

b} La imagen del vector nulo de E es el vector nulode F
f{0)=0
gue es evidente, puestc que f es un homomormismo entre los grupos

(E, +) v (F, +} {(Condiciébn 1) y va quedd probado en teoria de
gru pos.

c) La imagen del simetrico de un vector x € E, es igual al
simétrico de la imagen de dicho vector,
f{—x}=—f(x)

gue no es necesario demaostrar por la misma razdon que b)

d)} La imagen de una familia ligada de vectores | x,, ..., x,! de E
es otra familia ligada de vectores de F.
En efecto, si la familia es ligada 3 o, , ..., ap € K no todos nulos, tales
gue ~

a; * Xy +,.,tay X, =0
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tomando la imagen por f tendremos:

f{ﬂ.’] * X +,...,+D.‘p ‘xp}=f{D}

pero teniendo Ejm cuenta las consecuencias a) v b), queda:
a, *Flx,)+, ., ta, - Fix,)=0

con oy, ..., &, No todos nulos; luego la familia ffx,),..., fx,} de
F es ligada.

e) Si ix,,l.., x,! es una familia de vectores del espacio E y la
familia cnnstitulida por sus imagenes Fi(x,) ..., f(.xp}; C F es libre,
entonces la familia { x,, ..., xp{ es libre también.

En efecto: estal proposicion estd demostrada, puesto que es la forma

“tollendo tollens” de la proposicién d). Veamos como ejercicic que
es asi.

Si las proposiciones A y B son:
A = “El sistema |xy,..., Xp{ es ligado”
B = “El sistema} f {x,/, ..., f(x,}} es ligado"

la condicién til} se anuncia, pues, como: A - B. Entonces, por
“tollendo tollens” se cumple tambiégn™ I B> A

Pero:

1B = “El sistema :tf(xli, f(xﬂ)! es libre”
T A= “El sistema [ x,, ..., Xp | es libre”

CQueda, pues, uis}tn el enunciado.
|

8-2 EXISTENiCIA Y UNICIDAD DE LA APLICACION

En general, para definir univocamente una aplicacién entre dos
.conjuntos E vy F, es necesario dar las imagenes de cada elemento de E
es decir dar el grafo de dicha aplicacién. Sin embargo, cuando estos dos
conjuntos, entre los que estd definida la aplicacidn, son dos espacios
vectoriales y la|aplicacidn es lineal, no es necesario dar las imagenes
de todos los vectores de E, sino que basta con dar las imagenes de los




vectores de una base B del mismo, como demostraremos a conti-
nuacion.

Teorema 1.—Sea B= le,, ..., &,| una base del espacio vectorial E, y
sea ‘¢, ..., Uy} una familia cualquiera con n vectores de E. Existe
una y una sola aplicacion lineal f : E - F, tal que:

f(e],) — ul.r ruay f(&n} = uﬂ {5}
Demostremos primero que existe, al menos, una aplicacién definida
asi y que esta es lineal.

En efecto, todo x € E tiene unas coordenadas Unicas a;, ..., a, € K,
con los que se expresa como combinacidn lineal de B.

La imagen de x,  (x} la definimos del siguiente modo:;

Fix)=oy ~u, +,...,+ta, u, (B)
con lo que evidentemente todos los x € E tienen imagen en F, ya que
una combinacion lineal de vectores de F es otro vector de F. Y
ademas la imagen es Unica, puesto que una combinacién lineal
determinada de n vectores define un solo vector.
Y es evidente que esta aplicacion f: E -~ F asi definida, es lineal.
Demostremos, en segundo lugar, que la aplicacién lineal f: E~ F,

definida de este modo, es Gnica. En efecto, supongamos que existe
otra aplicacion lineal g : E - F definida como se ha expresado en (5)

gle )=uy, .. gfe,)= Uy

acadavectorx < E

x=ﬂf1 'E] +,...,+ﬂn'en

le hace corresponder en virtud de la linealidad

gix})=a;, -gfe ) +,..+a,- gfe,)

181



182

es decir:
gix)=a,«u +,..,+a, U,

y comparando este resultado con (6),

fix)=gix) ¥x€E& (7}

Tenemos, pugs, dos aplicaciones con el mismo conjunto de partida E,

con el mismo conjunto de llegada F y con el mismo grafo como
indica (7), luego son iguales.

f=g

Hemos demostrado, pues, que para definir univocamente una aplica-
cion lineal entre dos espacios vectoriales, basta con conocer sola-
mente las imagenes de los vectores de una base.

EJEMPLO:

Tomando el ejemplo anterior £ : KP - K, podemos definir la aplicacion dando
las imagenes de la base canonica de K"

ffe,)J=¢(1,0,0,..0 =1
ffo,) =7F{0,1,0,..,00=0

fl"&:'ni =7i{0,0,0,..,.1)=0

Entonces:
¥ia, o, ., ) €K™ 5 {ay, ., on) =0y c ey F, . b, e,

Tomando la imagen

flog, ..,on)=a, ~ffe )+, .. +a, - fle,

Es decir:

f{ﬁl,...,ﬂn}=ﬂ!1 1+, -0+, ---.+ﬂn'n=ﬁl




8-3 IMAGEN DE UN SUBESPACIO

Consideremaos los espacios vectoriales E y F, y sea V un subespacio
vectorial de E. La imagen de este subespacio en tanto que subcon-
junto de E por la aplicacién lineal f : E - F, serd el conjunto de las
imagenes de los vectores de V:

FIVI=ly,ve Flax,xeV A y=f{x)|
Ahora bien, f{V) va a cumplir unas condiciones peculiares por el
hecho de que V es subespacio y f es lineal, como demuestra el
teorema siguiente:
Teorema 2.—La imagen de un subespacio V de E por la aplicacion

lineal £, es un subespacio vectorial de F.
En efecto:

Yy Y2 €F (VY 3x,,x: €V Ly, =Fix )] Ny, =F(x;)

Entonces, si multiplicamos estas igualdades por dos escalares cuales-
quiera y las sumamaos:

a, ¥y teycVy=a; - Fix ) +a; s Fix,)
pero f es lineal, luego:
o, ¥, +ay -y, =Fla; »x; +ay - xz)

como V es un subespacio, a; * x; +a; * x; €V, y por tanto,
f{ﬂ'] - X 'i*ﬂ’: 'KIIEf{V}
luego:

ay; * Yy + oy y; €F{V)
con lo que gueda demostrado que f (V) es subespacio de F.

Subespacio imagen.—Se llama asi y se representa por |, (fl a la
imagen f (E)} de todo el espacio vectorial. Segun hemos visto en el
teorema 2, sera un subespacio de F. Para caracterizarlo, pues,
podemos utilizar uno de los tres medios que se expusieron en el tema
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de espacios vectoriales; es decir: sus ecuaciones paramétricas, no
parametricas, | 0 dar sencillamente una familia de generadores del
mismo. Dadas las ecuaciones paramétricas o las no paramétricas,
iInmediatamente esta determinada una familia de generadores de
f(E): sin ernb'&nrgn, debemos estudiar como se determina una de estas
familias directamente.

Teorema 3.—Sea V un subespacio vectorial de E, y sea M una familia
de generadnrles de V. La imagen de esta familia f (M) por Ia
aplicacion lintal f: E~ F es una familia de generadores del subes-
pacio f {V) C |F.
En efecto: seaM = | v, , ..., v, { y por tanto
FIM)= | Fvy), ... Flvy)t
Por definicion|de f {V)

Y yeflV) Axe VvV ly=Fffx)

pero:

whop sy CON @y, .., a, €K
luego:
gy: Fix)=Flo, - vy +,...,+ufp . b’p]

por ser f Iinealé:
|
y=a; flvi )+, .. +a,- Flv)
luego, como tjueri'amns demostrar, todo vector y del subespacio f (V)
se puede exptesar como combinacidon lineal de la familia £ {M}); es
decir, f (M) engendra (V).

Consecuencia.——51 B es una base del espacio vectorial E, £ (B) serd una
familia de generadores del subespacio imagen I, (#).
Con esto hemlus resuelto el problema que plantedbamos mas arriba,
porgue para ttlener una familia de generadores del subespacio imagen,




basta con tomar la formada por las imagenes de los vectores de una
base de E.

EJEMPLOS:

Consideremos la aplicacion f : K* =+ K*, definida del siguiente modo:
¥ lay, 0g, 00,05 EK* Flog, az, a5, a5} = {0, 0, &3)

y vamos a determinar el subespacio imagen.

Tomemos en primer lugar una base de K?  por ejemplo la base canonica B= i ey,
82, @3, €4

[f

El = {1.- nr ﬂ: D]

e; = {0,0,1,0
g, = (0,10 0) e, =1{0,0,0, 1)

Las imagenes de estos vectores seran un sistema generador de £ {K?)

fFfe,)=1{1,0 0)
ffe;) =10,0,0)
f{ﬂg,) = {ﬂ, D, 1}
Fles) =10,0,0)

lueqo:
f£(B)=1(1,0,0),{0,0,0),{0,0, 1)/

de f (B} deducimos inmediatamente una base del subespacio imagen eliminando
el vector (0, 0, 0) que es linealmente dependiente.
La base B’ del subespacio imagen es, pues:

B8'=1(1,0,0,10,0, 1) |
podemaos hallar sus ecuaciones parametricas:

v {ﬂl,ﬂg,{IaJEftK#}

Por definicion de base:

{oey, 05,05} =81(1,0,00+++1{0,0,1)
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de donde;

ecuaciones parametricas del subespacio imagen. Las ecuacionss no paramétricas,
gue las obtenemos eliminando los parametros, son:

u:;ﬂﬂ

84 IMAGEN RECIPROCA DE UN SUBESPACIO

Sea f: E~ I:l'[ una aplicacion lineal entre los espacios E y F, y sea W
un subespacio vectortal de F. Puestoque WC F, se puede hablar de la
imagen reciproca ~' f (W) como conjunto de elementos de E que
tienen su imadgen por fen W.

-l F(W)={xx€E | f(x) € W]

A este subconjunto de E, el hecho de ser f lineal vy E y F espacios
vectoriales le confieren estructura de subespacio vectorial, como
demostraremos.

Teorema 4.—La imagen reciproca ~' f (W) de un subespacio vectorial
de F por unalaplicacion lineal, es otro subespacio vectorial.

En efecto:

Y X1, X3 % LAWY Ty, €W Ly, =fix 1} Ay =Fix;)

|
Para ver si ~! f (W) es un subespacio, hay que demostrar que ¥ a,,
a € K, oy *bxy ha, - x; € =1 £ {W)}, es decir, que su imagen por f
pertenezca a W Hablemos, pues, de su imagen:

f{ql r Xy ta; cxa)l=ay c Fifxy )+ ay s Fix,)

Ahora bien, (teniendo en cuenta que f es lineal y que W es un
subespacio, refsulta que toda combinacién lineal de dos elementos es
otro elemento de €l; luego, o, * fix,/) + o7 - f{x,) € W. Por tanto:




flo, "x oy~ x)EW

es decir, que queda demostrado que &, ' x; + a; - X, €7 F{W}, v
de ahi que ~' f (W} es un subespacio.

8-5 NUCLEO DE UNA APLICACION LINEAL

Llamamos nicleo de f v o representaremos por Ker (f}, a la imagen
reciproca del vector nulo de F.

Ker (fl=1xx€EIlFf{x)=0}

Puesto que el 30( es un subespacio de F {subespacio nulo, trivial), el
nlcleo es también un subespacio de E.

En el nucleo, por ser un subespacio, podemos también determinar
una base {0 caracterizario por sus ecuaciones paramétricas 0 no

parametricas},

Teorema 5.—Sean E v F dos espacios vectoriales de dimension finita
sobre el mismo cuerpo K y sea f : E - F una aplicacion lineal entre

ellos. Entonces:
dim Ker {f) + dim |, {fl=dimE
En efecto: supongamos que dim (E}= n y que dim Ker (f} =s.

Tomemos pues una base B, = & esﬁ del ntcleo. Si la
ampliamos con n-s vectores linealmente independientes entre ellos y

con estos “s”, conseguimos una base B del espacio E. Sea esta:
B = 3 Cr,C2, 0 Es.r EE-I-]. Fiwndp En’;

Haliemos la imagen de B y con ello habremos obtenido una familia
de generadores de |, (7).

F{BY=1F(e,), ... Fle), Flegi), ... flea) ]

Por ser g,, ..., &, elementos del nucleo, se cumple:

fle,)=ffle,)=..=Fffe)=0
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luego queda, eliminando el O por ser linealmente dependiente:
I

S=f{ewil, ... flen)|

Demostramos que esta familia de generadores de |, (¥} es una familia
libre, con Iu‘cual sera base.

En efecto; Ei'l existe alguna combinacion lineal nula:

| gt Fleg) oty + Flen) = O
como f es 1ir?eaI:

Floag,, €01 +, 0, e,)=0
lo cual signiftca que:

g1 * Bgp1 t, 0, + 0y - &84 € Ker ()

si esto es [un vector del nicléeo de f se podra escribir como
combinacion lineal de B’, Sea esta:

: &5.'.1 4 ES'I'I +_' ey + ﬂ'n iy En —_ al z EI +, Emmy + ﬂ.'s = EE
siendo a,, ..., «, elementos de K.

como ; €, ..., &, .., ;! es una base, es una familia libre, y esto
implica, por Jtzmtc:r, que todos los escalares han de ser nulos.

o, = ..., = .., =0, =0

Teniendo en) cuenta esto y la ecuacién (8), queda finalmente que

f {S) es libre !v por tanto base de |,;, (7).
Luego: dim I}, (7} = ns =dim E — dim Ker (7}
O sea: dim Ker (f} +dim!_, (f) = dim E




EJEMPLOS:

Hallemos el nucleo de la aplicacion lineal f : K* -+ K3 gue hemos considerado en
otro ejemplo anteriormente:

Hil'-''-I"':'flsf":"'lil'':"-'34“':‘{*l'vlr:l"EK“.l f{ﬂl,ﬂ!g,ﬂg,%}=tﬂi1,u,ﬂ3]

El Ker {f) sera, pues, el conjunto de elementosx € K* x = (8,, B, 81, B4}, tales
que f {x) = (0,0,0}) = {8, 0, B3)

luego:

Por tanto:

Ker (£ =}(0,8,,0,8) ¥ 82,84 EK |
Haltemos una base de Ker (f)
¥ (0, 82,0, 84) € Ker (f)
(0,02,0,6,)=0+(1,0,0,0)+8; (0,1,0,01+0-({0,0,1,00+ 8, (0,0,0, 1)
Como todos los elementos del nlcleo se pueden escribir como combinacion
lineal de 1 0,1,0,0)y{0,0,0,1) i esta es, pues, una base del nucleo. A partir

de ella se determinan facilmente las ecuaciones parametricas y no parametricas.
La verificacion del teorema 5 en este caso es inmediato:

dim Ker {f) =2
dimel, (fl=2
dmK* =4

luego, efectivamente:

dim K* = dim Ker {f) + dim |, {#/
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8-6 CLASIFICACION DE LAS APLICACIONES LINEALES

La clasificacidn de las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales
es la misma gue ya hicimos al hablar de ello en teoria de grupos, vy
conservamos|los mismos nombres gue alli en cada caso. Asi, diremos
que f es un ifsormorfismo entre dos espacios vectoriales E v F si es
sobre e invecltiua. Cuando £ = F a f le lamaremos endomorfismo vy si
ademas es biyectiva, la denominaremaos automorfismo.

Ademas de estos conceptos, expuestos por el hecho de que f es
lineal v de que E y F son espacios vectoriales, aparecen algunas
propiedades |cuando ¥ es sobre O inyectiva que son dignas de un
particular Es’fudiu.

I

Teorema 6’.+La condicion necesaria y suficiente para que una
aplicacion f! E - F sea inyectiva es que el nicleo se reduzca al
vector nulo Ker (f/ = } 0!

= [Es condicion necesaria. En efecto, supongamos que f {x,/) = f(x.)
para algln pe*r de elementos x,;, x; € E. Entonces, pasando f {x. ) al
primer miembro y teniendo en cuenta que fes lineal f {x, — x,) = 0,
o que signifjca que x; — x, € Ker (f). Ahora bien, como Ker {f) =
= iﬁl por hipotesis, entonces x; = x, y f es, por tanto, inyectiva,
< Es condigion suficiente, ya que ¥ x,, x, € Ker(f), fix,) =
= f{x,})=.0. Como f es inyectiva, esto significa que x, = x,. Si
todos los elementos del nacleo son iguales, esto significa que el
nldcleo solo ltiene un elemento vy como el 0& Ker{f), el O es el
nico elemento del ndcleo. Por tanto, tenemos Ker (f) = {0{ como
quersmos der'nnstrar.

Teorema 7.—Sea f : E - F una aplicacion lineal inyectiva. Entonces,
la imagen de|toda familia libre de vectores de E es una familia libre
de vectores de F.

En efecto, se{a M=1iv,.., v, una familia libre de vectores de E. La
imagen serd f{(M) = }ffv,), ..., flvyly.

Cualquier cnr;'nbinaciﬁn lineal nula que exista entre estos sera:

ay  Flv )byt Flvg) =0 oy, ., a,€ K (10)

luego: ;
I

 flay v b, g -
!
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por tanto:
a; * v+, ., oy r v, € Ker (f)

Como por hipotesis f es inyectivo, por el teorema 6, Ker (f) = 30{, Yy
por tanto:

luego, volviendo a (10), f (M) es también una familia libre como
queriamos demostrar.

Consecuencia.—Del teorema anterior se desprende que cuando f sea

inyectiva, el subespacio imagen tendrd la misma dimensién que E.

dim |y (f] = dim E, ya que, como se ha visto, la imagen de una base

de E es una familia de generadores de I, {f) {consecuencia de T3} y

como esta familia es libre {(por T7}, es una base de Im (7).

También podemos ver este mismo resultado en el teorema 5, que

dice: .

dimIm(f) + dim Ker {f/ = dim E

Si f es inyectiva, por T6, Ker (f/=]0!{ vy de ello dim Ker (f/ =0 vy
gueda:

dim Im {f) = dim E

Teorema 8.--Sean E y F dos espacios vectoriales de dimension finita.
La condicion necesaria y suficiente para que una aplicacion lineal
f: E— F sea sobre, es que la imagen de una base cualquiera B de E
sea una familia de generadores de F.

En efecto, sea B= }e&,, ..., e,! una base de E. La imagen sers:
F{BY=}{f(e,), .., fle)l.

= Veamos gue es condicidn necesaria: Si f es sobre, entonces:

vyyveF dxeEIly=-f{x
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pero.

Ywxelk Joa;,...,0n€K lx=0a,-8,+,....,+0a, e,
luego:
| ve=Ffla, - x, +, .., + a, * X}
por ser f lingal:

y=ﬂ1 - f(ﬂ]} +,..¢,+ O * f{En}

luego ¥ y € F se puede expresar como combinacion lineal de la
familia 7 (B).

<= Demostrgmos que es condicion suficiente: supongamos que f (B)

engendra F,
Entonces: ¥y F 34,, ... 8, € K, tales que

y=p8, fe,) +,.. +8, ffe,}

de donde: i
' y=FB, e +,..+0n-en)
pero: I
B, e, +,...+B,e,=2z€E
luego:

| vyyeF y=ffz)] z&€E
|

es decir, quef f es sobre.
|

Cﬂnsecuenﬂ}'a.—(:nmu consecuencia de los teoremas anteriores, he-
mos obtenido unos criterios practicos para saber cuando la aplicacion
lineal es inyectiva, cuando es suprayectiva y cudndo sera biyectiva,
conociendo|la dimension de |, (f)

Segun la consecuencia del teorema 7, sera inyectiva cuando
dim |, (f)|= dim E.
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Por el teorema 8, sera suprayectiva cuando dim |, (f/ = dim F.
Y sera, finalmente, biyectiva cuando dim |, {f/ = dim E = dim F.

EJEMPLOS:
1) Sealag: R* — R?, tal que:
Viog, o, a3, 0) ERY gla, o, a3, a0) = {0, +as +ag,a +ay, 0, —ag + 205 + 20,)
en este caso es facil ver que:
dim Im (g} = 2
luego:

dim Im fg) # dim R?
dim Im fg) # dim R>

por tanto, g no es ni inyectiva ni sobre, es un homomorfismo en general,
2} Seaf: R* - R* definida por:
¥V loy, ay, 03] € R flay, 0z, 03} = la;, &y, &3, 0t; F 0ip + y)

Las imagenes de la base canonica de R? seran:

La famifia }{1, 0,0, 1), {0, 1,0, 1), {0, 0,1, ‘I}: es, pues, un sistema generador
de Im (f) por ser imagen de la base canonica de R®. Hallemos la dimension de
Im ({).

f.-11,0,0,1 +6, -10,1,0,1) +85 - (0,0,1,1)=1{0,0,0, 0}

operando:

(81,82, B3, 8, +f, +851=1(0,0,0,0)
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luego:

By =By =3 =

Lo cual significa gue son una familia libre, y que por tanto:

dimIm (f) =3

Podemos decir, pues, que f es una aplicacion inyectiva, pues:

Mo es “'sobre’

dimIm{f/=dimR? =3

. puesto gue: dim BR* = 4 = dim Im {f).

Teorema 9 —Sean E y F dos espacios vectoriales, ambos de dimen-

sion /7 sobr
Entonces, I3
al fesi

e el mismo cuerpo K, vy sea f:E - F una aplicacion lineal.
15 tres proposiciones siguientes son equivalentes:
nyectiva.

b} fes

¢] fes
Veamos qu
y segun el

sobre.

Iyectiva.

-1} a) = b). En efecto, si f es inyectiva, dim Ker (f] = 0,
eorema 5, dim Im () = dim E, perodim E = dim F = n,

o sea, dim Im (f} = dim F. Por tanto, seglin lo que acabamos de ver, f
es sobre. Eintunces, como f es inyectiva y sobre es biyectiva: de
donde a) = ¢/.

2} b} =

a). En efecto: si f es sobre dim Im {f) = dim E = dim F.

Entonces, segun teorema b5, dim Ker (f} = 0, luego f es inyectiva.

|gualmente,
b) = ¢).

3) fc=
y sobre.

por ser f sobre e inyectiva es biyectiva y si se tiene

al A\ fc=b). Si f es biyectiva, por definicion es inyectiva

8-7 RANGO DE UNA APLICACION

Llamamos rango de una aplicacion lineal a la dimension del subes-

pacio image

.

rango (f) = dim [m (f)




Con esta notacion, el teorema 5 puede reformularse escribiendo:

rango (f) + dim Ker (f} = dim E

8-8 INTERPRETACION DE LA NOCION DE BASE

Segun lo gue hemos estudiado en el presente tema, dados dos
espacios vectoriales de la misma dimension E y F definidos sobre el
mismo cuerpo K, siempre puede definirse entre ellos un isomorfismo
i:E - F. Esto es evidente, pues supongamos que B = | e,, ..., en*} 53
una base de E, y B'= 'u,,...,u,| sea una base de F. Entonces,
sequn el teorema 1, que nos senala la existencia y unicidad de una
aplicacion lineal, podemos definir /-£ -+ F del siguiente modo:

ffei:.mui "fiE[1,...,n]

Como {uy, ..., uni engendran Im (i), serdn base del mismo, y por
tanto, Im (/) = F, De esto se deduce que es sobre, y

dim im{i) =dim F=dim E

Luego:
dim Ker{i) = 0

e i es inyectiva. Entonces f es biyectiva.

En particular, dado el espacio vectorial E de 7 dimensiones sobre K,
se puede definir, al menos, un isomorfismo /K" - E, ya que ambos
K" v E tienen ta misma dimension.
Recordemos ahora que al dar una base ie,, ..., g, ! en un espacio
vectorial E, cada vector x € E poseia un conjunto de n coordenadas
unicas {a,, ..., an) € K" tales que:

X={I1'J{'1+...,+ﬂn‘xn {9}

Inversamente, dado un elemento {«,, ..., a,) € K" y fijada una base
'ey, ..., 8,1 de E, existe un solo vector x que cumple (9). Por tanto,
al fijar una base de E, estamos definiendo una aplicacion biyectiva
¢ entre K" y E, que por ser lineal es un isomorfismo,
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Pero veamos también qué vectores corresponden en E por este
isomorfismola los elementos de la base candnica de K",

(1,0 ..,00=2z, 1z, =1-e, +0-e, +...,+0-8,=¢
{01, 0=2z,12,=0"¢,+1-8;,+..,+08,=e,
1 ! :

tir{U,U,.l..,‘|}=:;-nIzn=0--e,, +0-e,+..+1-e,=¢e,

|
luego las imagenes de la base candnica de K" son los vectores de la
base de E.
Entonces podemos concluir, que dar una base en un espacio vectorial
E, vy, por tanltu, unas coordenadas a cada vector de E, es establecer un
isomorfismo| i-K" -~ E, que a cada vector de la base candnica
}& T E’:,.,iq de K™ |e hace corresponder un vector de una base
cualquiera de E,le,, ..., e,/

I{&.] = &

A esta base de E que se ha hecho corresponder biyectivamente con la
base candnica de K™ se le llama, por ello, “base candnica o standard”
de E.
Podemos ‘entonces decir a la vista de lo que acabamos de expaner,
gue existe ulpa aplicacion biyectiva entre el conjunto de las bases de
E v el conjunto de los isomorfismos /K" » E, es decir, a una base
cnrres;mndei un y s¢lo un isomorfismo, vy a un isomorfismo corres-
ponde una yisélo una base.

|
8.9 ESPACIO VECTORIAL DE LAS APLICACIONES
LlNEA:LEs DEEENF

Sean dos Esbacins vectoriales E v F definidos sobre el mismo cuerpo
Ky cnnsidefremns el conjunto de todas las aplicaciones lineales de E
en F, que representaremos por L{E, F). Vamos a definir en este
conjunto una ley de composicién interna + para la que L(E, F) sea
grupo abeli;-.lmu y una ley de composicion externa - que cumpla los
cuatro axiurjnas del espacio vectorial.



1) Suma de dos aplicaciones lineales:

al Definicion:%f, g€ L(E, F}, definimos una aplicacién
he L{E, F} quese llamard suma de fyg y se representarda por
f+ g = h del siguiente modo:

¥ xe&e E hix)= fix) + gix)

Puesto que fix)e F y gfx) € ¥, su suma ffx) + gix) es vector Gnico
de F. Luego /# es una aplicacion de E en F. Veamos gue es lineal.

Vo, 0t EK, jﬂ"xl, XEEE
hfﬂl v X, t ey X} = e, rx, ooy 'H:)‘**gl(ﬂl P Xy tag t Xxy)

es decir, por ser f y ¢ lineales:

Afa, « x; + o, ~x) =0y - fix )+ a; - fix,) + o, - gfx,}) + 0y * Gix) = o, -

(fix,)+ gix, )} + ay - (fix,y) + gix,))

teniendo en cuenta la definicion de A= f+ g

fix,) +gix,) = hix,)
fix,) + glx,) = hix,)

sustituyendo,
o, »xy Y ay * x3) =0, < hix,) + ay » hfx,)
luego 4 es lineal y, por tanto, h € L(E, F)
b) Propiedad asociativa: Demostremosque ¥ f, g, h€ L{E, F)
f+fg+hl=(f+g)+h
En efecto:
¥YXEE [f+ g+ hlix)=1ix)+ (g+ hlx)=fix)+ (gix) + hix)}

pero como fix), gix), hix) € F, y por tanto, cumplen la asociatividad
de la suma de F
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fix) + (gix) + hix)) = (f{x) + gix}} + hix) = (f+ g)ix) + hix}) = [(f+ g} + h] {x)

Luego guedal demostrado, pues las dos aplicaciones f+ fg + A} v
(f+ g) + h tienen el mismo conjunto de partida E, el mismo conjunto
de llegada F, |y ahora acabamos de ver que tienen el mismo grafo. Por

tanto, son iguales.

¢} Conmutativa: Veamos que
v f g L(E, F) f+g=g+f

En efecto:
¥xeE (f+gl(x)= fix)+ gix)

como fix}] y gfx) son elementos de F, cumplen por ello, la
conmutatividad de la suma de F,
luego:

fix) + gfx) = g{x) +f(x) = (g + }{x)

v, por tanto,

R

(f+g)=(g+f)

d) Elemento neutro: Hay una aplicacién de L(E, F) que es
elemento neutro para fa suma. La representaremos por 0 € L(E, F), v

se define:

'wle E O(x)=0 donde0& F neutrode F

Veamos que ps elemento neutro:

e LIEF)
(0 + flfx) = Qix) + fix) = 0+ fix) = fix)
(f + 0} x) = fix) + Ofx) = fix) + 0= f(x)

A esta aplicalciﬁm se le llama aplicacion nula.
e} Efemilzntﬂ simétrico: Para toda f€ L(E, F) existe una aplica-



cion que llamaremos opuesta de f y representaremos por {—f/, que
cumple

f+(—fl=(—Ffl+f=0
Esta aplicacion opuesta fa definimos asi:
¥x&E (—f)(x)=—F(x)
que, en efecto, cumple la propiedad de ser opuesta

vwx€E, (f+ (—Ff)ix) = fix] + (—F{x) = fix) —f(x) = 0= Qfx)
((—f] + flix) = (—fl{x) + fix) = —fix} + fix} = 0= Ofx)

Luego [L {E, F}, + ] es, pues, un grupo abeliano.

2) Ley de composicidn externa:
Sea k e! cuerpo de los espacios vectoriales E y F, Definamos el
conjunto K x L{E, F)} formado por todas las parejas {a, f/.

K x LI(E, F}=!fa, flINaeK ¥Ffe L(E,#!

La ley de composiciéon externa (-): Kx L{E, F}) = L(E, F} queda
gstablecida haciendo corresponder a cada parejs {a, f/ € k x L{E, F)
la aplicacion « - f definida:

fo, fl > a-f

¥xeE fa-flix)=a- f(x).

Esto es una aplicacion, pues ffx) € F, « € K, y por |la ley externa del
espacio vectorial F, a « fix) € F.
Demostremos que la ley {-) asi definida cumple los 4 axiomas de la
ley externa de espacios vectoriales.

A,) Hemos de demostrar quesv 7/, g< L(E, F) ¥ a € K

a*ff+gl=a-Ff+a-g
En efecto:

¥YXxEE, [a° (f+gllix)=a- (f+g)fx)=a- [fix)+ glx)]
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beru, fix), gfx) € F, luego

a- [fix)+gix)=a- fix)+a-gix)=[a* f+a-g)x)
por definicién de ley externa (-}, luego
o f+gl=a-Ff+a-g ¥x&E
A, ) Demastramos que ¥ a,, a, € K, ¥ f€ L(E, F)
(¢, + oz} Fmoy ~F+o, - f
En efecto, |
Mxe€E [l + az) - flfx) = loy + az) - fx)
Como fix) |F y F cumple A,:
ey + oz} fix)=o, » fix)+ a; - fix)

y por definicion de ley externa:

oy ¢ fix) +a, » fix) = {a, - FYfx)+ (a; » Fifx)
i
o sea: (e, +:n:1)- F=q, F+a,f ¥YXEE

,a, EK , ¥ Ffe L (E, F)

(@)« 0} = F=a; - lag - f)

En efecto,
YWxEE [la; - ay) - Fflix)= la, » a3) * fix)
pero fix) € F y como F cumple A;):

(o) =~ az) s fix) = o, - las + fix))

Y por definicién de ley externa:

y & (ﬂ,’: . f(x} - [ﬂ‘f] . {ﬂ'g ' f}](ﬁ) C.q.d.




A,) ¥ fe LL(E, F} 1¢€ K elemento unidad de K

En efecto:

vxeE (1-fifx)=1":f(x)={x)
Luego se cumplen los cuatro axiomas; por lo tanto,
[{L{E, F}, +}, (K, + -}, -] es un espacio vectorial llamado espacio

vectorial de las aplicaciones lineales o de los homomorfismos entre
espacios vectoriales.

8-10 PRODUCTO DE DOS APLICACIONES LINEALES

Sean E, F y G tres espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K,y
sean fe L(E, F), g LIF, G} dos aplicaciones lineales. A la aplica-
cién compuesta de g - f= h la llamaremos producto de F por g vy

demostraremos asimismo que A es lineal, y que por tanto,
he L(E, G)

Definimos / del siguiente modo:

v x€E hix)=(g- flix] = g[fix)]

Demostremos gue h: E » G definida asi es una
aplicacion linial. En efecto:

VQI,EEEK ‘#x;,x;EE
Aoy « Xy oy xp)=gffle, * %, +a; - x, 1] =

teniendo en cuenta que g y  son lineales:

=g[ﬂf1 - f(xl)‘ - Oy " f{Xz}] =%y " g[f{xl)] + Ky * g[fl(xz)]
por definicién de h, g [fix, )] = hix,) vy g [f(x.)] = hix,)
luego: Aley ~x +az X3 )=, » hfx, )+ oz « hfx,)

por consiguiente, A es lineal, y A € L(E, G}
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8-11 ANILLO DE LOS ENDOMORFISMOS

Consideremos el conjunto de todas las aplicaciones lineales
de Een E, qli.IE representaremos por L(E, E). Este conjunto, con la
ley + y la ley externa que hemos definido en el apartado anterior es
un espacio vectorial sobre K. Definamos ahoraen L (E,E) una ley de
composicidn nterna, producto que representaremos +, que con la ley
interna + le conferird una estructura de anillo.

1} Ley producto {Interna):
a} Definicién.—Para todo par de endomorfismos fge L (E, E}

definimos un|h € L (E, E), que se llamard producto de fy g vy que se
representara h{ = g + f del siguiente modo:

| Y x€E hix)=g[f(x)]

Como hemos visto al hablar de producto de dos aplicaciones lineales,

h es lineal y por consiguiente A€ L {E, E). Luego la ley (+) es de
a =y d g a

composicion interna en L (E, E). Esto es posible, ya que el espacio

vectorial de paIrtida y llegada es el mismo E.
I

. i § . 5. A
b} Asociativa,—La composicion de aplicaciones es asociativa,
como vimos al hablar de ellas.
I

I
c} Elemento unidad.—Existe una aplicacién que llamaremos ap/i-
cacion idéntica, que es elemento unidad para la ley producto. La
representaremos por {, vy se define del siguiente modo:

vxeE Ifx)=x

[
de acuerdo con su definicion,¥ x€ E ¥ fe L (E, E)

(1-#) fx)=1[f(x)]=F(x)
(F- ) ix) = F[l (x)]= Fix)

| g~
por EDHSIQUIEH$E, cumple las dos condiciones:
I; I v f= f i I —_— f
|
|
iuego es elemerrtu neutro.



2} Distributiva.—Demostremos que la ley producto es distri-
butiva respecto a la ley +. Es decir, que:

v f, g he L{E, E)
f-lgt+thl=F-g+Ff-h
En efecto,

Y xEE
[(f-fg+hNix)=F-[fg+h(x)1="Flgix)+hix)]=

como f es lineal

= flg (x)] + F[h (x)]

teniendo en cuenta la definicién de ley producto:
figix)1=(f-g) (x)yflh(x)]1=(f- h)(x);luego,

f-fg+h)=F-g+F-h
c.q.d.

Entonces, segun lo que acabamos de ver, [L (E, E), +, -] es un anillo
unitario, llamado aniflo de los endomorfismos de E.

8-12 GRUPO DE 1.0S AUTOMORFISMOS

Vamos a demostrar que el conjunto de los automorfismos de E
constituye un grupo para la ley producto, también llamado grupo
lineal. Representaremos el conjunto de los automorfismos de E por
LA {Er E}-

a) Asociativa.—Ya hemos visto que la composicidon de aplica-
ciones es asociativa. |

b} Elemento unidad.—La aplicacion | es un automorfismo y, por
tanto, es el elemento neutro de L, (E, E) para la ley (- ).

c) Efemento inverso.—Como vimos en el tema de teoria de
conjuntos correspondiente, toda aplicacidn biyectiva f€ L, (E, E)
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posee una inversa f ~' que es también biyectiva, que cumple, por
Tanto,

f-fA=Ff"-f=]

Veamos que ! es lineal y que, por consiguiente, f~' € Ly (E, E).

En efecto: |
!

¥y ly, €E 3x,x, €E Ly, =f(x,) y,=7Fix3)
Entonces:

Ya,a, €K %y, ¥y, €E

Flday »yy voag -y )=F" oy - Fix )] +a, - Fixz))=

y como f e§ lineal:

=1 (f{n:. * Xy +ﬂ.’:'-’fzuﬂﬂ1 * Xy kgt X,

perox, = {y, )y x, = ' {y,]}

i —
|
- |
|
Purtantu:l

£ I(ﬂﬁ. T ol s V:}E &y " £ (}"i}'}*ﬂf: « F I'(V:}

entonces, ?’“ € La (E,E) v [La (E, E), -] constituye el |lamado
grupo lineal,



TEMA 9 MATRICES

9-1 Definicion

9-1-1 Matriz de un vector

9.1-2 Matriz de una familia de vectores

9-1-3 Matriz de un homomorfismo he L (K", K™)
9.1-4 Matriz de una aplicacion lineal t< L (E, F)
9-2 Estructura del conjunto M¥m x n)

9.2-1 Espacio vectorial de las matrices {m X nJ
g-2-2 Anillo de las matrices (n X n)

9-2.3 Matrices inversibles

9-3 Matriz traspuesta

9-4 Matriz simétrica

9.5 Matriz hemisimétrica

96 Cambio de base

9-6-1 Cambio de base. Matriz de un vector

09.6-2 Cambio de base. Matriz de una aplicacion lineaf

9.1 DEFINICION

Sea K un cuerpo. Llamamos matriz M de p filas y ¢ columnas, a un
conjunto de p X ¢ escalares distribuidos en p filas y ¢ columnas
como sigue:

&y 19 samis ﬂlq

& Xa2 soenaa (b4
M: :1 14

upl &p:' llllll ﬂpq

donde, como hemos dicho, o; €K ¥;; 1<i<p, 1</<q. En
general, para abreviar podemos representar la matriz M por:

M= [yl
Al primero de los dos indices, /, se le llama indice de tila, puesto que

indica a qué fila pertenece el elemento correspondiente, Al segundo
indice, /, se le da el nombre de indice de columna, porque indica la
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columna a la gue pertenece el elemento en cuestion. Asi, as,
significa que|este elemento estd situado en la fila 5.2 y en la columna
8 d
Cuando una|matriz posee p filas y ¢ columnas, se dice que s una
matriz {p X ¢}, o que es de orden p X 4.

|
|
9-1-1 MAT?{IZ DE UN VECTOR

Sea K" un espacio vectorial de n dimensiones sobre K.

2 I
Cualquier vector z= {a,, .., as)€ K", por el hechn de estar
constituido por estos n escalares, podria venir representado por una
matriz

[z] — [ﬂ:l ; 2, weny ﬂ’n]

de orden 1X |n, llamada matriz fila, o también por una

&

% )

de orden n X 1 llamada matriz coliumna, pues tanto en uno Como en
otro caso, los n escalares que definen el vector z no han perdido el
orden,
En general, | utilizaremos mas a menudo en el texto las matrices
columna de orden nn X 1 para representar un vector de K"

Vamos a ver si también es posibie representar un vector x de un
espacio vectorial cualquiera E, por medio de una matriz.

Recordemos del capitulo anterior que siempre gue tenemos un
espacio vectprial E de 7 dimensiones se puede establecer un isomor-
fismo entre iK" y él. Para ello basta establecer unabase B= ! uy, ...,
uyideE. !

|
Entonces:

[z] =

b : K"+ E
se define como:

b fe;) = u;

siendo e, L.., e, la base candnica de K"




El vector x € E en la base B tiene unas coordenadas Unicas «a, ...
o, € K, tales que:

x=ﬂf| tu_l +‘.---,+Eu-un
Luego el isomorfismo ®, lo que hara serd hacer corresponder a cada
conjunto de n escalares (a,, ..., .} € K", la combinacién lineal de
los vectores de B que dan estos escalares.
P (@), e, @p) = X
O lo que es lo mismo, el isomarfismo reciproco ! : E =+ K" hace

corresponder a cada vector x de E el conjunto de sus n coordenadas
en la base B:

¢_1 (x) — {ﬂ!l 5 ﬂ’n}

Podemos entonces resumir diciendo:

Dada una base de E <=, existe un isomorfismo ®: K" = E

" a cada vector x € E le corresponde uno y solo uno {a,, ...,
= ﬂ"} e K"
a cada vector (a,, ..., ay ) € K" |e corresponde uno v solo uno
x€E

Y esto significa que cualquier operacidon con vectores de E es una
operacion con vectores de K", y viceversa,

Por todo esto, podemos representar cada vector x € E por una matriz
columna: |

o= 13

que hemos indicado por {x{,., entendiendo con ello que evidente-
mente, esta matriz depende de la base B que se ha elegido en E, o lo
que es lo mismo, del isomorfismo que esa base induce.
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9-1-2 |MATRIZ DE UNA FAMILIA DE VECTORES

Sea E un espacio vectorial sobre K de n# dimensiones y sea B = Ju,,
-, unf|, una base de él. Consideremos una familia cualquiera de

vecturesl de E: N= ,x,, .., x,|. Estos vectores tendrdn unas
coordenadas en aquella base:

xl_'u-rllul+ﬂ21 if 4 +, ...... ,+ﬂ'n1 L%
i xl ={[11 ul +l‘.1‘;: U: +, -----f—i-ﬂnz un
Xi =0 Uy Yoy, Us F, ceerns, + @pj Un
Xg ™ O gl "|*El'2q|u1 g =T ir'|'ﬂ‘-'f'ln:1 i,

que expresado en forma de sumatorio seria:

m
| Hiﬁz ﬂ.’iin i 1%.\'%‘-’?

i i=1

i

entonces cada vector de aquella familia tiene asociada una matriz
columna;
P &y j
i
: ) L 1&g
' [ Xije ={ &

ni

siendo &|el isomorfismo & : K" » E que corresponde a la base B.
| g .
Podemos, pues, representar la familia N por la matriz:

XKy a2 as ﬂ'.’lq—

s Kza ... &q
[N]p =} -0

¥n1 Xna ﬂnq_

de ordeni (n X g) cuyas columnas son los vectores {conjunto de los s

escalares| que corresponden en K", a cada vector x; de la familia a
través de|®.)

! ¥ -yt . .
Esta representacion de una familia de vectores por medio de la matriz



es univoca, pues dada B solo hay en E “g¢” vectores! x,, ..., xqﬁ a los
que correspondan por coordenadas los conjuntos de 1 escalares que
constituyen las columnas de la matriz.

9.1-3 MATRIZ DE UN HOMOMORFISMO h € L (K", K™)

Un homomorfismo A : K" - K™ queda univocamente definido, co-
mo vimos en el tema 8, cuando se conocen las imagenes de los
vectores de una base de K" por medio de /.

Sea B= ley, ..., 8,1 la base candnica de K" ysea B’ = {¢',, ..., &'y |
la base candnica de K™. Supongamos entonces que la aplicacion A
viene dada por las imdgenes de B:

h{B)={h(e,}, ... hle,)]

Ahora bien, h fe;) € KM »; T < i< n Por tanto, se pueden expresar
como combinacion lineal de la base candnica B’

m
h(Ei}=2&jiE'i 1<i<n
=1

Luego el sistema de vectores A (B} puede representarse uniivoca-
mente por |la matriz

ﬂll] ﬂlz “”"&ln

X917 ®r19 sisses o
[A{B}] = : : :

Em] &m T aermne ﬂm n

de orden {m X n), cuyas columnas son las coordenadas de los vectores
de |la base candnica de K" transformados por A. (No olvidemos que
en K™ las coordenadas de un vector en la base candnica coinciden
con los escalares que definen dicho vector. Asi, i (e;) = (¢, ., @mi)

coinciden con 1 (&) = N a;; €';.)

A

=1
Puesto que A (B) define univocamente el homomorfismo A y dado
que la matriz del sistema 4 (B) representa univocamente a & (B),
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podemos cclrnsiderar la matriz [/ (B)] como matriz que define el
homomorfismo A.
Uy g2 -
_ Xy 340 ... ¥ o
[h] e : . : h
Xm o1 ﬂ";-n Y wesswe ﬂ.’lm n

CQue, como lconclusion, establece que para determinar la matriz de
una aplicacipn lineal A : K" - K™ basta con poner en columna los
transformados de los vectores de la base candnica de K",

Reciprocam

existe una y

siendo B = |

Teorema 1.-
matrices {m

nte, dada una matriz {m X n) de elementos de K
[aij]

sofo una aplicacian lineal # : K® - K™  tal que

h re:[} = {I‘:I‘Il L ey ﬂ'mll
h(E:}_(ﬂl'lr ------ :ﬂfmzj
hfen}={cr1,-,, ...... iy

€1, ..., €0 la base candnica de K",

-Existe una aplicacién biyectiva entre el conjunto de
X n) de elementos de K, MX, . . v el conjunto de las

aplicaciones

%-14 MAT

Sean E vy F
vamente sob
s U | una
K" > Ever
Sea f: E-
base B de E:

mxn
lineales L {K", K™,

RIZ DE UNA APLICACION LINEAL fe L {E,F)
dos espacios vectoriales de dimensiones n y m respecti-
re K. Sea Bg = v, .., v | una base de £y Bg = lu,,

base de F a las que estan asociados los isomorfismos @ :
: K™ = F.
F una aplicacion lineal definida por las imagenes de la

F(vi), ..., Flv.)t CF




Estos vectores pueden expresarse como combinacion lineal de la base
BF Comao

m
flv,) =D a5 u

=
l
et

: m
J=1
en general, decimos:

m
fivi)= Z iy l1<si<n

j:l

Podemos, de acuerdo con esto, construir el siguiente esquema:

con lo que un homomorfismo 7: E -~ F lo hemos convertido en el EE

producto de aplicaciones:
vl - fe dp (K, » K,

En virtud de lo que hemos visto en el apartado anterior, este
homomorfismo ¥ = ¢g' « Fe e, € L (K", K™) se puede repre-
sentar por una matriz Unica, constituida por los transformados de los
vectores de la base candnica de K" colocados en columna. Hallemos
la matriz que le corresponde.

Sea By = ial ' ...,Enf la base candnica de K" y By, = ?31]1 P &rml
la base canonicade K™, Entonces: %; 1<i<n

W (&)=9g! - F- & (&)

y teniendo en cuenta la definicion de producto de aplicaciones, asi
como las definiciones dadas de los homomorfismos ¢, fy & queda,

T (&)= - A (@ (&)= (¢! - il [v,) =
=g - {f i) = v (D o - yj) =

;:1
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y por serv=1 lineal:

m
= 2 aji + $F" )
| i
pero ¥y’ {ui:} = &' y queda:

m
vo(8) = ) o &)

i1

Luego Ia matriz que definird el homomorfismo ¥ : K" - K™ sera:

&]1 &Iz ------ &ln

¥4 X399 sivua L]
["'-l-"]ﬂ _:1 E n

am] &mz ------ &mn

Observemos, entonces, globalmente el proceso: dados una base de E,
Be v otrade F,Br (o lo que es igual, los isomorfismos que definen &g
Ve ), tenemos:

Por tanto, podemos representar la aplicacién lineal f« L (E,F) por la
matriz [¥],| que ahora, para mejor representacion, denominaremos
[l og vg- |
La matriz, pues, de una aplicacion lineal f< L (E,F), fijadas unas
bases Bg, Bk se obtiene colocando en columna las coordenadas, de
los transformados de Bg por £, en la base B .

En general, cuando las bases E y F sean suficientemente conocidas, [a
matriz de f# L (E,F} la representaremos sencillamente por [f], o bien

por [a;], siendo «;; el elemento de [f] situado en la fila /, columna/
de la misrna.i




columna f
+
':El i » R AL ! ‘::El n—l
filai> | i...
{Im]. ------------ - I uan

EJEMPLOS:

1} Dado el espacio vectorial R*, la matriz correspondiente al vector v = (1,
2,3, —1) €R*, sera, segin lo gue hemos dicho:

2|
3

=9 3¢
¥ :_15

¥ la matriz que corresponde a la familia de vectores: N = g Vi, ¥z, V3

vy = (1,0, 1, —1)
¥y = {1, 2,0, 1}
vy =1{0,0,1, =3}
sera

1 1 0

102 0

[N]= 10 1

-1 1 =3

2} Sea una aplicacion lineal # : R* = R* definida def siguiente modo:
Vileg, 0p, 05, 04) € R*
h {{Ill a’ll 33, '14} e {al ‘“2“1:’12 > 3 + ﬂ4i ll:"'I'I] + ﬂﬁr &2 —3!‘13 =+ ﬂ‘:qj

Para hallar |la matriz de A, basta con encontrar los transformados de los vectores
de la base canonica:
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n(&,)=h1{1,0,00)0 =(1,0,1,0)
h{8;) =£1{0,1,0,0) = (— 2 1,0, 1)
A{83)=H1(0,0,1,01=(0,1,1,-3)
h{84)=h10,0,0,1=1(0,1,0,1)

Iueg$:

1

0
[
1

- T = b
- 0 - O

1
0
[#] = 1
0 -3

3) Consideremos dos espacios vectoriales E y F definidos sobre el cuerpo de
los numeros| reales, tales que dim E = 3, dim F = 4, Consideremos dos bases
cualesquiera |Be = ’ul, Vs, "'ag y Bg = }ul, Uy, Uy, gt de E v F respecti-
vamente, defjnidos por sus ispmorfismos ©g v ¥e.

Sea la aplicacion lineal F€ L (E,F) definida por:

f{if'l}ﬂ?ul +U-_:|—U4
f{v2}=ul 'i‘u-z—Ua +U'4
f{'ll"g:' = Un =Ly

y entonces p[ndemus escribir, segun lo dicho, la matriz de esta aplicacion lineal
en aquellas bases:

=

[7] Gp, Pr

I
-l sl el

Teorema 2|—F||adns dos bases B v Br de los espacios vectoriales E
vy F definidos sobre el mismo K “existe una aplicacian biyectiva entre

el conjunto de aplicaciones lineales f€ L (E,F) y el conjunto de
matrices Ml(m g

9.2 ESTAUCTURA DEL CONJUNTO M{;,  n)

9-2-1 ESJ?ACIO VECTORIAL DE LAS MATRICES (m X n)

|
Vamos a definir en el conjunto Mfmxn) una ley de composicién
interna adqtiua y una ley externa que cumplan los cuatro axiomas



necesarios para tener una estructura de espacio vectorial, Para definir
estas leyes utilizaremos el teorema 1, que nos asegura que a cada
matriz (m X n) corresponde un y solo un homomorfismo entre K" y
K™ v a cada homomorfismo de L (K", K™ ) corresponde una vy sola
una matriz de orden {m X n). Operando con esta aplicacion biyectiva
conseguiremos que las leyes interna y externa del espacio vectorial
L {K", K™} induzcan unas leyes aditiva y producto por un escalar
que proporcionen estructura de espacio vectorial a MY, .n) ¥
conviertan dicha aplicacion biyectiva en un isomorfismo entre los
espacios L (K", K™} y Mfm xn)

1) Ley de composicion interna, Suma de matrices: Para todo par
de matrices A y B pertenecientes a8 Mf,xny les asociamos
€€ M ny, que llamaremos suma de A v B y representaremos por
C= A + B, definida como sigue:

-
¥ A€EMinxn) =~ 3*Fe LIK",K™) I A= [f]
+
vyBeM . = 3*gelL(K",K™) IB=[g]
Supongamos que las bases candnicas de K" y K™ sean respectiva-

mente B, = [ vy, ..., Vol ¥ Bm = fty, ..., un| . Entonces g y f vienen
dados por:

m
f{Vi}=2 oy, Wy 1<i<n

m
givid=% Bjiu;, ¥ 1<i<n
e

p—
e

luego:

Ay FHpa weeena Oy g ' ﬁli; 311 ...... .8|n
A=[f]= ﬂ’E:j ﬂ-’gzz ------ﬂé‘ln _ _ ﬁz:l ﬁ:zz ------ﬁ:zn

Xmy Xz ooees. S By Bz wesee-Bim nJ
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Definimos E{ntunces C= A+ B como |la matriz que corresponde a la
aplicacion suma (f+gle L (K", K™). Teniendo en cuenta la
definicién de aplicacidén suma:

|

i

" » "
i =

=5 =

de donde:

i (@11 + 810} o larn + B )
C=[f+g]l= : :

: {Ema‘i'ﬁml}------{ﬂmn“}.'ﬁmn}

De esto puc{emus, pues, deducir la regla practica para sumar matrices:
“Para sumar dos matrices del mismo orden {m X 7} de elementos de
K, se suman elemento a elementd los que ocupan la misma fila v la
misma columna en cada una de ellos”. Si a los elementos de C les
representan]'us por ;. 1o que acabamos de decir se representaria por
Yij = ] +iii. Ei elemento que gcupa la fila / v columna f de C se
obtiene sumando el que ocupa la fila / columna/ de A con el que
ocupa el mismo lugar en B. _

13} Asdcfan‘va.-ﬁumn la suma de matrices se ha reducido a la
suma de los escalares respectivos de aquella se desprende de la
asociativa d1|e la ley + de escalares.

156) Conmutativa.—Igual que la asociativa se desprende de la
conmutativa de los escalares de K.

ic) E!eénenm neutro. Matriz nula.—E| elemento neutro para esta
ley suma de matrices que acabamos de definir, es la matriz de la
aplicacion nula 0 e L (K", K™).

La aplicaciﬁ:n nula estd definida por:

O{Vi}=0 l'i"‘lfiEBn

|
por tanto, la matriz de la aplicacion O que llamaremos matriz nula y
representaremos por [0] seré:




1d) Elemento simétrico. Matriz opuesta.—Dada una matriz cual-
quiera A€ MY, .y @ Ja que corresponde la aplicacién lineal Fe L
(K", K™ ) definimos el elemento simétrico de A para la ley +, llamada
matriz opuesta y representada por {—A) a la matriz de la aplicacion
opuesta (—f/ € L (K", K™ ): la aplicacién opuesta de f sera:

(—#) (v) = —F (v) = X~} g

=1
Luego:

amp

[ (—ayy) o (=ay )
~A=[-fi=| 5

i (= s ) veener (=0t o)

Por tanto, podemos concluir que {M‘{*mm,,ﬂ es un grupo abeliano.
2} Ley externa. Producto de una matriz por un escalar.—A cada

par de elementos, uno A€ M, xn) ¥ Otro a € K, se les asocia un

Pe M, «a) llamado producto de o por A y que representaremos por

P=a- A definido como sigue:

A la matriz A corresponde, como hemos dicho antes, una f& L (K"®

K™} definida por:

m
f'[l-"i}“-"z aty, i V1<K i<n

| =]

Definimos entonces P como la matriz de la aplicacion producto o - £
Hallemos P, entonces:

) =a-Flvh=a- 2 aiu =23 (a- o)y

=1 ] =1

Luego:
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|
Podemos degir, pues, que “para multiplicar una matriz por un escalar
seé multiplicg cada elemento de la matriz por dicho escalar”’.
Esta ley externa definida de este modo cumple los cuatro axiomas de
un espacio Ivecturial, va que en definitiva se ha reducido a_"la ley
producto de los escalares aplicada (m X n) veces. Por tanto, MY, x n)

constituye un espacio vectorial sobre K que representamos:
!

|| [(M‘fmxn]:'l'}; {K-:'I'r'}-']

|

EJEMPLOS:

1) Dadas t:.las matrices
i

1 % 4] 0 1 1
As |=3 2 1 y B =|2 =1 =1
110 1 -2 2

con elementos|de R, la suma de ambas es otra matriz C de orden (3 x 3) dada
por:

rn

| 140 241 141
CxA+B= |-3+2 2=1 1—1
1 12 042

1 3 2]
-1 10
_ | 2 -1 2

2} El pdeL!IctD de la matriz A por el escalar 5 € R serd, segiin hemos sefialado :
|

i i - 2

; 5+ 1 5:2 51 5 10 5 |
P=5+A=]5(-3) 5-28-1)=|-16 10 §
| 5- 1 6150| | 5 50

Producto de %narn'ces.—Va mos a utilizar una vez mas el teorema 1y a
definir el producto de matrices a partir del producto de aplicaciones
lineales. Entonces, igual que no todas las aplicaciones lineales se
pueden multiplicar, tampoco se puede multiplicar cualquier par de
matrices. Pnrl consiguiente, puesto que si que sabemos cudndo existe
el producto de dos aplicaciones lineales, vamos a invertir el procedi-

miento vy palrtir en este caso de dos aplicaciones en vez de dos
matrices comp haciamos en la ley aditiva.

i.

I



Sean f& L{K", K™ }J yge LIK™, K"}, Sean B, = Eel,...,enﬂ B. =
Wi, s Umi , Be = Wi, ..., w, | las bases candnicas de K", K™ y K,
Los homomorfismos 7 y g estan definidos por:

m
fle,)= D aji-u ¥i 1<i<n

=

r
gflu) = Z Bej*we ¥f 1</f<sm
1".'.:_[

De acuerdo con su definicidon y por el teorema 1, a las aplicaciones f
y g les corresponden unas matrices A€ Mfnxn) ¥ B € Mfxm)
respectivamente:

Definimos la matriz C producto de B por A, que representare-
mos C= B- A igual a la matriz de la aplicacion producto g - f.
Hallemos C

La aplicacion producto es:

(g f] (EeJ=9(ffEiU=y{Z ajit} ¥ 1<i<n

i=1

Como g es lineal y sustituyendo g {u;) por su valor queda:

(g.f}(ei}=§ ﬂji'gfuj)=z ﬂji'{zﬁkjwk} Yi 1<i<sn

=1 =N k =1

permutando los dos sumatorios:

T m

(y- f) {EJ: 2 {Eﬁk; 2 Ch’j.',} Wy, ¥i 1<i€<n
= =g
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Tenemos, | pues, ya los elementos de la matriz C=[g- f]. Si
representamos por § los elementos de C, entonces

m
i = X Bxj* @i

=31

Hallemos por ejemplo el elemento 8, , situado en la primera fila y
primera cu;lumna de C. Para él tenemosk =1 e /=1

i e
| 0,1 =2 B1j " 1

'
—
s

Para el BIL situado en la primera fila y segunda columna de C sera
k=1,i= lb;
I

m
812 =Z Bij &j2

J=i

Luego la matriz producto C = B - A es:

5 L S| W

J =1 ] =1

Donde pudfemus ver que para poder multiplicar dos matrices B y A,
el nimero E:Ie columnas de B ha de ser igual al nOmero de filas de A;
puesto que C=B-A se ha definido a partir de la aplicacién
producto (g ] y para que exista ésta, el conjunto de llegada de f
(espacio UEEtDI'Ia| K™ de m dimensiones) ha de ser el conjunto de
partidadeg. |

También pc;rdemus ver ficilmente el orden de fa matriz producto C es
{r X n}. Tielne el mismo nimero de filas que B y el mismo nimero de
columnas que A. Esquemdticamente, se puede representar lo que
oturre con Ilas 6rdenes en el producto de matrices por:

|

(rx ml)-fmXn)=frxn



Podemos deducir de aqui la regla practica para multiplicar matrices.
Por ejemplo, en el caso que ya hemos visto de ia obtencién de g, ,

m
—
BIEEZﬁlj'&j1=.ﬂ1] 'a12+ﬁ12 'HEE +ﬁ13'ﬂ31 +"'"'+ﬂlm -amz

wma
e

Observando detenidamente esta suma y teniendo presentes las
matrices B y A vemos que se han multiplicado término a término vy se
han sumado los escalares (8,3, 812, ..., Bim ) pOr los {oe; 2, a2z, ...,
¢mz ). LOS primeros constituyen la primera fila de la matriz B (todos
ellos tienen el primer subindice, el de fila, igual a uno} y lo segundos
forman la segunda columna de la matriz A (todos tienen el subindice
de columna igual a dos). Por consiguiente, si para hallar el ¢, , hemos
multiplicado término a término y sumado, los elementos de la
primera fila de B con los de la sequnda columna de A, podemos decir
en general: “para hallar el elemento 8; de la matriz producto
C=B-+ A, se multiplican término a término y se suman los
elementos de la fila / de B por los de la columna j de A”.
Graficamente, esto lo podemos representar asi:

E','-ull.rmnnj
E {:Zulumn'.]j
; = ® mi’j
Fital frmmm=== % ----- Fir.’i:----pi]Flh P - ﬂ‘:mj .

(r x n) (r xm) (m x n)

gquedando:

Gij=Biry ~ay;+ Biy - agjt, o, F Bim ¢ @y
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EJEMPLOS

3
1) Sealamatriz A =|2
5 1

Hallemos la

2
i
0 —1

viaB =

|r*natriz producto deestosC =B - A

e A
N W=

En primer Iugar sabemos que este producto se puede efectuar, pues el nimero de
columnas d? B es igual al ndmero de filas de A igual a 3. Segln la regla que
hemaos nhterliidn se tiene:

CmB-Aﬁ

| ':_1 .
| Y

I
|
D;laerandu:

irt 2-1+2-
{(—1 -
( 1

143
1441 -
141

2+0:
2] .
2 e
2+2-

6

&

186
3

ng 2-
1) (=1~
{1
ThH{=1-

2

2+2-
i e
2+ 1+
2+1-

il

-5 -11

1
-3

-5
-6

gue es una nfrnatriz 4 X 3, como ya podiamaos prever.

2} Haltémns el producto de la matriz fila A= [12 1 =3] por la matriz

columna E?

L

|

1
w1
2
1

: |
Primero cal¢ularemosC, = A - B

C|=

i
|
AB=[121-3]

T i—

i
)

“1+0-0)( 2-1+2-
~14+1+0(=1-1+3-

-1+3-0)(

1-1+1-

1 +2-0(=1-1+1-

[1<1+2=14+1-2+-3+1]=[~2]

-3+4+0-
—3+1-
-3+3-
—342-

Conclusion; e producto de una matriz fila 1 X n por una matriz columna n X 1,
es una matriz 1 X 1; es decir, un escalar.

1}

~1)
-1)
-1}




En sequndo lugar hallemos C, =B « A

\1 1 2 1 =3

—1 —1 =2 =1 3

C:BlA::;':. -1- 1_ e

3 {2 [1-21-3] 2 4 2 —6
1 - O

El producto, pues, de una matriz columna n X 1 por una matriz fila 1 X n es una
matriz n X n,

Estos resuitados nos hacen ver rapidamente que el producto de matrices no es
conmutativo.

1 2 1
3) Seala matriz A = ? ";} = v la
2 i

—1
1

-1
matriz columna B = 3 1
:

vamos a hallar el producto de ambos.

El orden de la matriz producto sera4 X 1, pues (4 X 3} - (3X 1) = {4 X 1)

12 (L, 1e—i+ 214 1-1] [ 2
ek i) 2 =1 =3 {2 --1+=1-14+-3-1| _|-6
CEATBSIY 5 - ;"1-—1+ 0-1+—1:1]" |-2

2 1 1 2- -1+ 11+ 1-1] | o

Consecuencia.—Definido ya el producto entre matrices, podemos
representar matricialmente la ecuacion que define el homomorfismo
v = f{x) que indica que el elemento y € F es la imagen de x € E por
medio de f< L(E, F). Esta ecuacién, fijada unas bases Bg vy Bg, la
podremos expresar:

Sea la matriz asociada a y en estas bases, {ywp = J siendo la
m

-
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|
|
I
|
I
|
matriz as'Tuciada ax:h\xige =

0y
. : % Entonces, si la matriz de f es:
oy
Yir  eeeen Tin T
[Flog ¢ = :
"TITII ..... ¥Ymnd

la ecuacmn del homomorfismo y = F {x) queda:

|
i ﬁ .
' ﬁ1 "}’:11 ...... ‘}‘:ln II}'I

B

i ﬂm Tml snTpdr "}".I'I'II'I an

! / .

En esta [ecuacion tenemos todos los elementos necesarios para
estudiar &l homomorfismo & L(E, F). Por ejemplo, para hallar el
ndcleo, basta con tomar la matriz | y{ v igual a la matriz nula.

Por tanto, el nucleo queda determinado a partir de la ecuacion:
X & Elff;.x)= 0, o sea,

El subespacm imagen queda definido por las columnas de la matriz,

que son Ias coordenadas de los transformados por f de los vectores de
la base B¢ en la base By

' SiBg = |V, e, Vol Y BE = Uy, e , Un |

Y la fam:ilia }f(vlj, f(vn}f es, como sabemos, generadora del

subespacio imagen.
|



9.2.2 ANILLO DE LAS MATRICESn X n

A este tipo de matrices que poseen el mismo numero de filas que de
columnas se las llama matrices cuadradas. Veamos que estas matrices
cuadradas forman wun anillo.

1} Grupo abeliano.—En primer lugar constituyen un grupo abe-
liano para la ley de composicion interna aditiva, suma de matrices,
gue hemos definido anteriormente. Tenemos, pues: (M xn), +).

2} Ley producto.—La ley producto definida anteriormente es ley
de composicion para el conjunto M{, ), Ya que las condiciones que
debian cumplir dos matrices A y B para que existiese su producto era
que los elementos de ambos fueran del mismo cuerpo K v que el
nimero de columnas de la primera fuese igual al nimero de filas de ia
seguncla v esto se cumple, Por otra parte, el orden de la matriz
producto sera {n X nn) - {n X n} = {n X n). Luego el producto de dos
matrices M{, ..y es otra matriz M¥,, ). Lo que implica que ia ley
producto de matrices es interna en M§, ).

Veamos qué propiedades cumple esta ley en el conjunto M, , ).

2a) Asociativa.—Acabamos de probar que
¥ ABe My F3*DeEM ey | D= A, B

Ahora bien, A y B son dos matrices que representan dos aplicaciones,
{os homomorfismos

A—} {f:E]"'EQ}
B*@:E:"’Esl

entre los espacios vectoriales E,, E;, v E,, E;, todos de dimensién .
En el capitule 2 vimos gue el producto de aplicaciones es asociativo,
luego por isomorfismo el producto de matrices también lo sera, es
decir, dadas tres matrices A, B, C & I"-.ﬂ'i",.,xn} , podremos siempre decir
que:

(A-B)-C= A-(B-C}
2b) Distributiva.—Seap A, B, C tres matrices n X n:

A= [ﬂ!ii], B= [ﬁij]r C= [Tii]
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Vamos a demostrar que:
A:-(B+Cl=A-B+A-C

En efecto: llamemos T = A - (B 4+ C), siendo T = [r;;] P= A- B, con
P=fm;] vy M= A C, tal que M= [g;;] todas ellas, T, P vy M, de
orden n X in.

Por defini:f:iﬁn de producto:

n
i = >, @ik Brj + 1k;s)
k=)

teniendo en cuenta que los escalares cumplen fa distributiva:

i n
_ N
Tii = s Qik ﬁkj+Eﬂiik Tk j
k =1 sk |

|
pero por definicidon también de producto:

n n
- i

Zﬂik By =mij Y 24 &ik Ykj = Hij
| | k=1
luego:

| Tij = mij T+ M

[

y por definicion de suma de matrices:

| T<P+M
I

es decir, sé.lstituyendu:
|
: A-{B+Cl=A-B+A-C

.
COMO queriamos demostrar.

2¢) Elemento unidad.—Para esta ley producto existe un ele-
mento neutro que es la llamada matriz unidad de ordenn X #, |, , La
definimn:ll. del siguiente modo: *‘la matriz unidad es la matriz de la
aplicaciﬁrﬁ idéntica | : K" = K". Es decir, aquella gue dada una base
Bg = | €y, ..., &y}, la transforma en si misma:

| Infe)=e; ¥i 1<i<n.
I
|



0 sea:
1n {E‘l}=1*£'1 +U'Ei +0‘93 +,...,+U'En=ﬁ'1
Ir._{eill=0-el +1-e,+0-e;+,..,+0-¢,=¢e,
In ea)=0-e, +0-&;, +0-e5+,...+1-¢e,=¢,

Luego la matriz unidad es:

100 0..0]
0100..0
_|oo 1 0.0
" |ooo0 1.0
566 6.1

en ella son todos los elementos iguales a cero, excepto los de la
diagonal, que son igualesa 1.

De todo lo que llevamos dicho concluimos, pues, que el conjunto de
matrices fn X n) de elementos de K, M¥, .} s un anillo unitario.
Existe entonces un isomorfismo entre el anillo de los endomorfismos
de K", L (K", K") y el anillo de las matrices MY, «n).

9-2.3 MATRICES INVERSIBLES

Decimos que una matriz A€ Mf,yn) s inversible cuando posee
elemento simétrico para la ley producto de matrices. Es decir,
cuando existe otra matriz de M{, ) Que representamos por A™' tal
que:

A' A_] =A_] 'A= In

Si una matriz A es inversible, en virtud del isomorfismo existente
entre los anilios Mf,xa) v L (K", K"), el endomorfismo que le

corresponde, fE€ L (K™, K"} tendrd también un endomorfismo reci-
proco F7' & L (K", K") tal que [f~'] = A™' vy esto es tanto como
decir que 7 sera una aplicacién biyectiva. Inversamente, si una
aplicacion lineal fe L (K", K"} es biyectiva poseera en L {K" K K")
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un endomorfismo reciproco £~!, y las matrices que corresponden a
ellos [F] Y [f~'] respectivamente en virtud del isomorfismo cum-
pliran: |

| [1- F*]=1F"]- [ =t

luego [7] Stj.l'ra' Inversible, y su matriz inversa serd [F~' ]

|

| (17 = {F"]
Si llamamos MK al conjunto de matrices inversibles de M¥nxn)
podemos afirmar a la vista de {0 que llevamos dicho que (MX. -} es un

grupo llamado grupo lineal o grupo de las matrices inversibles, que es

isomorfo al grupo lineal de los automorfismos de K"®
|

EIEMPLO:

r 1 _1 . 1
1) Sea la matriz A = [2 1], Ac MFE:-:EJ- Hallernos su matriz inversa, Sea
|

AL =] %11 |92
G1 U2

Furser‘-’invers%: A=y = [:} ?]
[

Luego, efectu:andu el producto de matrices:

P —1] Jey as]_[1 0
2 1 Hay i (22 0 1
X1y —zy O3 — &z | 10
2&11"!‘&’2] 2&.; +I'112 0 1

e igualando términn a termino fos dos miembros de la igualdad:
Q) —t; =1 )
X132 =022 =01

200y tay) =0 S

21‘1’13 +{E22=1
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luego resolviendo el sisterma:

—- 1 . 8
Xy = Xyg = 3 Q3 == Ha g = =

1
3!’

W na

1
3

La matriz inversa de A es, pues;

L T 13 113
& “[—2;'3 ua]

2} Sea ahora la matriz B = [2 ],B = Mf&xm. Hallemos la matriz inversa

5§ —9
B,

1'321 Iﬂ‘ll

[2 "3]_[311 !311]= 1 U]
6 - 21 B2z 0 1

efectuando el producto e igualando, queda:

Sea B_I = [ﬁl | lﬂli]

(1) 28y, — 36, =1
{2) 66, —982, =0
(3) 2842 —3f2=0
(4} 68, —9822=1

gue al intentarlo resoiver da:
3
de {(2) f#;, = Eﬁ!l

de {3) f;3 =%ﬂz:

y sustituyendo en (1) v {4):

il

en {1) 2‘%13:1—3.‘311 1= 38, -30::,=1=0-:0;, =1

en (4} 6- %ﬁﬂ «9B32=1 =98, —90;,=1=0"f,, =1
lo cual indica que no hay soluciones posibles para los B, Luego el sistema gue

teniamos propuesto no tiene solucion, y por consiguiente no existe matriz
inversa B™! . Entonces B es no inversible,
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|
A esta matriz B, corresponde un homomorfismo g € L {R*, R?}, que recordando

- . n F | 1 - y F a2
la definicion de matriz de una aplicacion lineal cumple:
I

gfle) = {2. 6)
g fez) ={—=3,-9)

siendo %el, E-'*;E la base economica de R? y (2, 6) y (—3, —9) daos columnas de la
matriz B, |

Segun lo que hemas visto, la familia }g (e.). g (e;)i engendra el subespacio
imagen, Im f'yi.;Hallemns su dimension:

o (2,61 +8(-3,-9)=1(0,0)
(200 = 38, 6 — 958} = {0, 0)

de donde:
: 2a—38=0
Ba—98=0

estas dos ecuaciones son ambas la misma, y de ellas deducimos & == 3 g. Es decir,

los vectores g h:-,,' v ¢ (e2) son linealmente dependientes y {2, 6) = —% {—3,
-0}

o lo que es lo mismo:

. H@H=—%Qﬁﬂ

luego dm Im f:g) =1, o sea, Im fg} # R*, por consiguiente g no es sobre ¥ no es
biyectiva como habiamos asegurado y pretendido al intentar calcular B™.

9.3 MATRIZ TRASPUESTA

Dada una matriz A € Ml‘m“, tlamamos matriz traspuesta de ella a

una matriz ‘A€ Mf,, 1 obtenida cambiando en A las filas por
columnas.

. ; 1
o1 A es: ru:“ Boys bisss &4 n
Wyp 037 reeene o
A=I ?l 212 2n




la traspuesta de ella ' A es:

1
&1 1 ﬂr'] ] ssnmas &m 1

tA - '[I]_'z l:f'z'z anEmax am'l
l:l'.']_ n H:n llllll ﬂmn

Si la matriz A tiene un orden {m X n), la traspuesta A tiene un
orden fn X m).

Consecuencias: a) “l.a traspuesta de una suma de dos matrices es
igual a la suma de las traspuestas”,

t{A 4+ BY=1A+ B

En efecto, sean A = [a;;], B = [8;;] de orden m xn y llamemos
C= A+ B tal que C = [8;] que sera también de orden m X 77 y por
definicidn de suma:

Eijl:ﬁij'{*ﬁii '\?"I}'; 1%!%”, 1%}%”?

Por definicion de matriz traspuesta, el elemento de '8;; que estd en la
fila/ y la columna /7 es precisamente & ;;

051 = 0
pero también
tﬂfii = o35 ¥ "Bii = Bij
luego sustituyendo queda

05 = Toi + By

0 sea:
IC=1A+1B = '{A+B)=TA+'B

b} Dado un escalar cualquiera del cuerpo a € K y una matriz
AE M‘km xn’

Yo A)=a- A
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| ) :
En efecto, por definicibn de producto por un escalar siendo
A= o),

o - [aji] = la - aj]
y transponiendo queda:
e« aj;] = [a - aj)

y de nuevo por definicién de producto queda:

o - ajl = a - o]

pero
[ai] = Y[a)]
luego
o r o] = a - eyl
pero

e o] =[es Al vy o] =TA
Ha - A)=a-'A

o

como queriamos demostrar.

c) Dadas dos matrices A y B de ordenes {m X n) y (n X r) respecti-
vamente, se cumple;

t{A_ B.l:tB'tA

En efecto: llamemos C= A+« B de elementos C= [8 i] ¥ orden
fm % r), Y sean A = [ﬂ:“’] v B= [ﬂij]

Teniendo en cuenta la definicion de matriz traspuesta y el producto

51 n
de matrices t&,l = ﬂii = E ﬂjk ﬁki =E ﬁki' Xk
k=1 k=1 .
pero, fi = "Bik ¥ ajk = "ayj, Y sustituyendo queda: '8 = E Bix “ar;

k=]
|



n

peru,kz ‘Bix * ‘ax; NO s mas que el término i de la matriz producto
=i

'B . 'A, luego:
‘C="A-B)="B- A

cOmo queriamos demostrar.

94 MATRIZ SIMETRICA

Decimos que una matriz A es simétrica si es igual a su traspuesta.
‘A= A

Esto significa que A y 'A han de tener el mismo orden, luego para

que una matriz sea simétrica ha de ser cuadrada y, ademés, si
A= o]y A = [o]

ajj = @i V]
Luego A sera:
Gy 1 &2 ®1n
A = &y 2 ﬂf:gi ...... X2 n
L N N

y en ella existe una simetria en sentido intuitivo respecto a la

diagonal.

9.5 MATRIZ HEMISIMETRICA O ANTISIMETRICA

Una matriz B es antisimétrica si es igual a la opuesta de su traspuesta.
B=-'B

También por esta razén una matriz antisimétrica ha de ser cuadrada
y, ademas, si B = [8;;] v 'B = [8;i]
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Se cumplira:
Bij==By ¥ij 1<ij<n

Como consecuencia, se puede observar que cuando se trate de los
elementos de la diagonal, es decir, aqueilos cuyas 7 y f coinciden 8, ,,
L . Ban_ se cumplira: g; = —B8;;, lo que implica que

,B”=U Y 1<€i<gn

O sea, que:la diagonal de una matriz hemisimétrica estid formada por
CEeros.
Luego B sera:

I- 0 B12 Brs .eeees ﬁln_l

(—B:,) O Barg: i B2n
B = {-ﬁla} {-ﬁ_z'.a} U ------ ﬁa_n

| (=81 0) (=F2n) (~Bsp) oo O

Teorema.—Toda matriz cuadrada M puede descomponerse en suma
de uria simétrica S y otra hemisimétrica H.
En efecto, sea:

M= S+ H
tomando la traspuesta: M =1S + tH, pero como to =g v H=—H
tenemos:
M= S+ H
"M=S—H

Despejando de estas ecuaciones H vy S queda:

= l{wl + M)
2

1 t
H=< (M=)
2



Existen, pues, dos matrices cuadradas, una simétrica S vy otra
hemisimétrica H que cumplen que M = § + H, que se pueden calcular
aplicando la ultima expresion.

9.6 CAMBIO DE BASE

Hasta ahora hemos visto que fijada una base en un espacio vectorial
todo vector posee asociada una matriz, fila o columna, y s6lo una.
Igualmente, fijadas las bases de dos espacios vectoriales, toda aplica-
cion lineal entre ellos posee una matriz asocitada y so6lo una. Sin
embargo, estas matrices asociadas dependen fundamentalmente de la
base que se ha fijado y ocurre que un mismo vector y una misma
aplicacién fineal poseen varias matrices cuando se refieren a distintas
bases de los espacios vectoriales en que estan definidos. Por todo esto
y-a fin de que la representacion matricial de los problemas lineales
séa enteramente GOtil y practica, nos conviene estudiar la relacidon
existente entre la matriz de un vector o una aplicacion lineal cuando
s¢ refieren a unas bases de los espacios vectoriales en que estan
definidos v la matriz que les corresponde cuando se refieren a otras
bases distintas de esos mismos espacios. Este problema es el que
denominaremos de ““‘cambio de base”, >

9.6-1 CAMBIO DE BASE. MATRIZ DE UN VECTOR

Sea E un espacio vectorial de n dimensiones sobre K. Consideremos
en E dos bases Bg = |, .., Un! ¥ B = {¥},.. uy| con unos
isomorfismos asociados ®g €L(K", E) v ®g € L(K" E), respectiva-
mente. Representamos por B, = j&, ..., €,] la base candnica de K",
Todo vector x< E con la base Bg posee unas coordenadas
{eey, ..., @y ). Es decir:

X=ap Uy + ..+ ap * Up

O bien:

P! (x) = la,, ..., ap) € K"
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Dada, pues, esta base, x posee asociada una matriz:

Si ftlamos la otra base de E, la Bi:, por ejemplo, el vector x tendra
unas coordenadas «), ..., a),. Es decir:

x=oy - u; +..+a, - U,
y también:

el x) = o), ..., ab) e KD

con lo que fa matriz asociada en esta base sera:

o
el f= )i
X = 3:}{

X

encontremos la relacion existente entre las dos matrices x| y jx}’.
Para ello planteemos un esquema del proceso que vamos a seguir:

Veamos como actla este isomorfismo {producto de dos iso-
morfismos) ¥ =&+ ®;. Actlla de K en K", luego hallemos |a
imagen por ¥ de (o, ..., «, ), coordenadas de x en la base Bg.

s {D.'l S ﬂ‘!nl == ‘I"JE_I [@E {ul ;o ﬂ'n}] m—- f'I'rEﬂl (*X} = [l'l"; Fosrag &;"I}

luego la imagen por ¥ de las coordenadas de x en B son las
coordenadas de x en Bg . Escribamos la ecuacion

‘I’ {&1 FoaRbg ﬂn} s, {E’] gumay ﬂrn}

en forma matricial (siempre podemos hacerlo como hemos visto en
una consecuencia anteriormente, pues ¥ es un isomorfismo de K").




O bien:
[ ix{ = ;X'

Por consiguiente, resolver este problema de cambio de base es
encontrar Ja matriz [¥ ), llamada matriz de carmbio.

Puesto que Bg y Bg son dos bases de E, los vectores de una de ellas
se pueden escribir como combinacion lineal de los de la otra.

Sean:

n
u; ZZ‘}'H g, ¥i 1<i<n
1=
entonces, para hallar [¥] hemos de determinar las transformadas de
la base canodnica de K7,

n
¥ (o) = dF [Bgfe)]= @F () = " ( D 70 uf)
b=1
como @£ es isomorfismo, se puede permutar con los escalares, y
teniendo en cuenta el diagrama:

"I’ (Eij =Z T]I = (be—l {U:l} =Z ﬂ'}i i E]

| i | 1=1
Colocando en columnas las transformadas de 1a base candnica B, por
¥ tenemos la matriz buscada.

_TH Y12 veasss ¥
[¥] = 7?17?1 ----- -Tizn
L ns Toia e Vit

y la ecuacién de cambio de base sera, pues:

[

Y11p meee ¢ Yin &y

aj
B

LTI':II;-----H Yon |y R'&nB

Analizando el significado inicial de estos 7v;; podemos enunctar la
siguiente regla para hallar la matriz de cambio: “Para hallar la matriz

de cambio [¥] de una base Be a otra B se colocan en columna las

I orp

coordenadas de los vectores de Bg expresados en la base Bg
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Puesto que ¥ es un isomorfismo, existe el isomorfismo reciproco v la
matriz inversa de [V ]. Luego:

(W)™ (¥ ixl) =]t ix
en virtud de la asociativa:
(R IERPHEN L SRiE Y
pero (¥ 7' [¥] = I, luego
X = [v17 xlT (1)

y por la misma razon, las columnas de la matriz [V ]~ seran las
coordenadas de los vectores de Bg expresados en la base Bg.

9-6-2 b) CAMBIO DE BASE,
MATRIZ DE UNA APLICACION LINEAL

Sean dos espacios vectoriales E y F scbre el mismo cuerpo K de

dimensiones n y m, respectivamente. Consideremos la aplicacion
lineal f& L{E, F}.

1) Consideremos una base Bg = ju,,.., u,| de E, y otra

B = l“u "y Vrn; definidas por sus isomorfismos e Y ¢, respecti-
vamente. Asociemos a f€ LI{E, F) su matriz en estas bases.

Llamemos & = ¢g! - F- &g, 2€ LIK", K™}, Existe, pues, una matriz
[2]€ ME . . gue dijimos gue era ia matriz de f:

[flopve = [Q2]

2) Sean ahora otra base de E, Bx = ¢, ..., un| v otra base de
F, Be= M,..., v, | con sus isomorfismos asociados ¢ y Yg, res-
pectivamente, Hallemos la matriz de f€ L{E, F} en estas bases:

Hamando a este homomorfismo resultante

M=v'. f.opl

E ——>F

" e [ 172
Of 14,
f— ' »F

k" _l____., K
n={ 18



Tenemos, por definicion de una aplicacion lineal:
!
[f]be v = (11]

Hallemos ahora la relacion existente entre la matriz de £ en las bases
Be. B v la matriz de f en las bases Bg vy Be. Para ello estudiemos la
relacion que existe entre vy II.

Hemos visto:
Q=9+ f- D =F=ve Q- g

[]:;:‘E—l .f.cp'E=a.f=Lp*F .n.{I,iE—l

lgualando éstas quedan:

Ve r O Pgl=wp -1 - &g
Es decir:

@ = g1 v M- 0 - 0

Pero observando el diagrama 1, pag.238, vemos en el producto que
tenemos la matriz de cambio del espacio E:

Vg = dg! - b
v la inversa de la matriz de cambio de F:
VE' = 0 gr ) = R - g
luego queda finalmente:
Q=¥g' -N- ¥
Matricialmente esto es:
(S2]=[¥e]™" -[1}- {¥e])

teniendo en cuenta que [Q2] = [f] vg vp Y] = [fj.I.;E ¢t . queda:
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[f]q,E e = |WE]™ - [f]cpi_:_w;; | WE]

Como Y v ¥, son isomorfismos, también se podra escribir:

[flog ok = 1¥EL* (Flog v * [¥e]™

El problema, pues, radica en saber hallar en un espacio vectorial dado
E, [a matriz. de cambio.

CONSECUENCIA,—En el caso de que se trate de encontrar como
cambiar la matriz de un endomorfismo f € L{E, E} al cambiar de base
en el espacto vectorial E, se tendrd que v = ¥, vy las ecuaciones de
cambio sont

[Fleg = [¥el™ - [flok * [YE]

[flok = Vel* [flo, - Vel

EJEMPLOS: 1) Sea E un espacio vectorial de 4 dimensiones sobre R v sean
Bg =}y, uy, 3, U] v BE = |4}, uh, t/h, us ! dos bases del mismo. Sean las
coordenadas de los vectores de Be en 1a base B¢ los siguientes:

Uy = 2u] « uy + uf
U2=Ur1 —H,3 +U,4
Uy =54y — Uy

Uy = Uy — 2uy — 2ub

Hallermos las coordenadas en Bg del vector x € E, cuyas coordenadas en Bg son:
{2,-1,1 1).

Segun lo que hemos explicado anteriormente, el problema consiste en deter-
minar la matriz de cambio ¥g de E. Para ello colocamos en columna las
coordenadas de los vectores ¢ en la base BE\

2 100

_|-1 o 1 1
el=1 4.1 02
0 1-1-2



y ahora, operando;

'IE"'«

2 1 0o o}l 2 3
0y _ i F 1 18—1 _ 0
a;\‘ T e 0-2(1‘ 1
ol B 11281 1 —4

e |

—rr

luego 1as coordenadas de x en Bg son (3,0, 1 —4).

2} Sean los espacios vectoriales E y F de dimensiones 3 y 2 respectivamente

sobre R, Sea Bg = (uy, &3, ¢/3,} una base de E y Bg = !ul, u:f una base de F.

Consideremos la aplicacion lineal f€ L{E, F) dada or:
flty) = 2v, — 4[!"1

flu,) = 3v, — Ovy
f(Uaj T 2V

La matriz de esta aplicacion linea! en estas bases es:

2 4§ 1
log g = [_4 " -2J

Sean ahora Bk = juh, vh, u3,] ¥ BE = v, “'H otras dos bases de E y F,
respectivamente. Los vectores de Bg poseen unas coordenadas en B;_: dados por:

f ) F
i =2U1 — Uy + us
r )
U, — Uy —2-”2
r
iy = Uy ”}

v los de Bp se expresan como combinacion lineal de los BE: del siguiente modo:

[ F
vy = v + v,

Hallemos la matriz de la aplicacion lineal f € L{E, F} en las nuevas bases Bg v
Bk. Para ello utilizaremos la ecuacion que hemos visto anteriormente:

[Fleter = [¥F]* [Flogee - [Yel™

Nos interesa, pues, conocer la matriz de cambio [‘I'Fj de Bg a BE; ¥ la inversa de
la matriz de cambio [¥'g] de Bg a Bg.

241



242

La [Wg] se obtiene inmediatamente colocando en columna las coordenadas de

los vectores de Bg en Bg:
_[i=4
[‘IFF] - |:2 1]

La [¥g]™ es la matriz que corresponde al isomorfismo ¥~ _ Si Wg pasa de Bg
a BE v, por tanto, las columnas de su matriz [Wg] son las coordenadas de ios
vectores de Bg en Bg, ¥g' pasa de Be a Bg v las columnas de su matriz [¥]™
son las coordenadas de los vectores de B en B.

Hallemas las coordenadas de los vectores B en Be a partir del sistema (1):

’
by = U3

]
fq = Uy —Eug -SUE,

luego

0 O 1
[Fe]l™ =]1 0 =2
2 1 =3

Entonces la matriz [fle vt que buscamos aplicando sera:

1—1]1 [ 2 3 11 [0 o 1]
[f]'!i!""E‘.f'-i‘:'ll|.:_E["']E'rF]'I:J‘:]"-'-I‘E""""I:'["I"E]_lm 2 11 0=2
: 2 1] [-4-6-2] |2 13

Haciendo el segundo producto queda:
1 =1 5 1 -7
[Flog ¢ = [2 1] [—10_2 14]

y, finalmente:

, _ f15 3 21
i [33 7]



TEMA 10 FUNCIONES
MULTILINEALES

10-1 Funciones multilineales
10-1-1 consecuencias

10-1-2 Expresion en una base
10-2 Funcion r-lineal alfternada
10-2-1 Consecuencias

10-2-2 Expresitn en una base

10-1 FUNCIONES MULTILINEALES

Definicion: Dado un espacio vectorial £ sobre el cuerpo K, llamamos
funcion r-lineal sobre E a una aplicacién

f=E - K

talque ¥ lvy, ..., v, e E"3* ke Kl flv,, .. v.)=k

que es lineal para cada uno de los r espacios vectoriales E que definen
enE"=EX EX E ... X E. Es decir:

e T e
r

¥i1<i<r, YefEK, ¥, V), ..V, iy Vp i€ B
frvlr V’l:‘“r I"'"l'—lr {ﬂl ) Fi+ ﬁ ' u’;}'vi'l'lf""-’ vf}__"
= - frvlr vﬂ F oy I"'IIIII.Ir mEay |I|IIIrI'} + ﬁ = frvl F u:r LEE N ulr rtuy Vr}

Caso particular: En particular, podemos tomar como espacio vecto-
rial E el propio cuerpo K. En este caso

K= K

Vi, ...,0}€K' F*keKIffa,, .. a)=k
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es una funcién r-lineal también, si cumpie la condicidén que hemos va

enunciado de ser lineal en cada uno de los r espacios vectoriales K de
K",

10-1-1 CONSECUENCIAS

Sea E un espacio vectorial de 7 dimensiones sobre K y sea £*E" - K
una funcion r-lineal,

a} v {V]..r il Vl"} E El" &EI, auy ﬂ'rE K
f{&] . Vt J wrug Er - L“r-} — ﬂ'l - EEE;--'; ur - frl'd'[’ —_ Vr}

La demostracidon de este resultado es inmediata, procediendo por
recurrencia,
Como f es r-|ineal, se cumple:

flay vy, 05 * vy, ..., a, ~ v b=, “ffv,, a; - vy, ..., ar * V)

tambiéen, ahora:

flvi, 03 =V, o, ap s V)= 0y » vy, vy, ag° Vs, ..., o ° v}

r

por tanto, sustituyendo, queda:

f(ﬂ:l. * tl"Il.i" Gy " F?r'": ﬂfr - Vl"} = al ) ui - frvl; V:;“B * V:!'! seey Oy ° FI"}

es decir, que se cumple, pues, para /= 1 y para /= 2, Supongamos
que es cierto para/ = r — 1, y vamos a demostrarlo para i = r.

En virtud de que es cierto para 7/ = r —1 se cumpie:

f{&] *Vp, Op 0 FJ; ey Wy g 7 Ff—lr 'n:l" B ll"rj = &, ° Kz, eney p_g ° ffvlf u!f-"r Ve 1, Gp *

y como ¥ es r-lineal
ﬁ"‘l: Va, eous Vg, O« V) = @ fﬁ""h Va, .er Vo1, Vr)
luego
flog Vi, ot V) =@y, o, 0 ° Fivy, ..., V).

como queriamos demaostrar.,

v, )
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b} Si los r vectores v, 1 < /< r son combinacion lineal de P
vectores u,, u,, ..., 4/, € E, se expresaran:

I-""] =‘Zﬂj]1 Ull =a]] UI +1‘I31U1 +ﬂ'3] U3+.n+&p] Up

1{1 =jz {Iiz: U12=‘ﬂl’12 ul +-[.'£11 4 +E!'32 UE+...+E;}: UF}
- ?: : .
D :

_'F-
N
o
Y s
e
|

=@ Uyt Uy ooy, Uy R, ¢ up

entonces f{v,, ..., v, ) se expresara:

4}
V1, s vid = £ 2 a5,y Uiy e Z Cjpr * Uj )= Z Z & ety U, ., U )
pine

I1 =1 r_l 1 !r'—l

que también podemos escribir asi:
P

f(l.f” — I.fr} = ‘ Z L'Ejl § ey {Ijrr . f{u,—l Lol it ujr)

h. rEtEy j!":!
En efecto, vamos a demostrarlo también por recurrencia:

p
Parai=1 v, = Z aj, 1 Uj,

“:l

f(_z &.ill 'ujlivzfvaf"'l' Fr}_ Z alll f(uj-ljvi; Vj;...,]f}

l1=1 J]:|

en virtud de que f es r-lineal.
Parai= 2

p

J1=1 I2=1 Ji =1 % f(u“. Z &l: Ui s V3, e, V)

Jr=1

y del mismo modo que antes:

'ﬂu!l' Z ulghuli’ V;-],,-., Inl"'r}_ Z ﬂ'll’.l: ffﬂ'“, ul!"vﬂf"fvf)‘
Iz=1 2=
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sustituyendo este resultado en la expresion inicial para que /= 2, se
obtiene finalmente:

f(i ﬂ:jll U_jrl, Z ajz! ujgr I""‘S.r"-.r Vr}=z Z ﬂ:'h!- Ejgi‘ frujlruj:; III""3,,-..-,r Vr}

i1=1 J2 =1 =1 ja=1

Supongamos que se cumple para i=r—1 v vamos a demostrarlo
para i = r. Asi, pues, por hipotesis:

ffi @j, 1 Uy, i Qj,2 Ui, .o, f O yr—1 “if-“i“irr“ir}=

Jy=1 Ja==1 Jp —1 =1 Ir=1

B
== i u-]ll ul: Dy aary ulr"'"lr_l frujlfui:j"l'; u]l’—l.r Z ujrr uir]

FLe b2 ivu jp—1=1 Ir=1

como f es r-lineal:

p D
fruflf Uiy eiiy Wjr—y, z &jer ujr} = E oy f{U“, ey Ujr:l

jrﬂl =1
Sustituyendo este resultado en la expresidn anterior queda, final-
mente, o que deseamos demostrar:

Zal
I1=1 iIr=1

L P
) 2 :
- aill ullflllj . ﬂ}rr Ujr) P Z &ill ﬂ'iI:, demp &irr f(”jl,...

jl!jzl i =g Jr: I

10-1-2 EXPRESION EN UNA BASE

Supongamos que B = e, ..., e,! sea una base del espacio vectorial
E. Entonces, cada vector v, , ..., vr se puede escribir como combina-
cion lineal de la misma:

n
vi= ) aj;i €, ¥i 1< isr
jj=1
donde los i, Qj,, -, & SON las n coordenadas del vector v; en la
base B.

De acuerdo con lo que hemos visto en la consecuencia {b) podemos
escribir:
n

flvy, ..., v, ) = z & 1, ey & 185, 8,0, 8

-Ilr g jr=l

J

¥



Asi, pues, de acuerdo con esto, la imagen por medio de una
aplicacion r-lineal, f:E' - K de cualquier conjunto ordenado de r
vectores depende solo de las imagenes que da esta f de todos los
conjuntos ordenados de r vectores de una base cualquiera de E que
podemos formar. Esto soluciona, en cierto modo, el problema de la
determinacién univoca de una aplicacién r-lineal. En general, para
conocer univocamente una aplicacion es necesario conocer su grafo,
es decir, cudl es la imagen de cada elemento del conjunto original. De
acuerdo con esto, en el caso que nos ocupa, para conocer f
deberiamos conocer cuéf es la imagen de cada elemento de E', ¢ sea,
de cada conjunto ordenado de r vectores de E. Ahora bien, hemos
visto que las imagenes de los conjuntos ordenados de r vectores de E
dependen solamente de las imagenes de los conjuntos ordenados,de r
vectores de una base de E,que se puedan formar. Por consigquiente,
“una aplicacion r-lineal f, queda univocamente determinada cuando
conocemos todos los escalares

f(eilf""ejr} v, ‘Iéfién ¥ 1<i<r

El nimero de escalares que definen la aplicacion r-lineal sera igual,
pues, al nUmero de conjuntos de r vectores que se pueden formar con
ley, ..., En{ y €stos no son mas que las variaciones con repeticion de
n elementos tomados de r en r:V.'= n", Necesitamos, por consi-
guiente, n" escalares de K para definir f:E" - K.

EJEMPLO:

Sea el espacio vectorial E= R? sobre el cuerpo R. Vamos a definir una
aplicacion 2-lineal, tambien liamada bilirieal, - {R® X R®*}—= R,

Segun lo que hemos explicado en 10-1-2 tomemos una base de R; por ejemplo Ia
canonica B = ‘,el,e;,ea[. Para definir esta aplicacion bilineal necesitamos
3% = 9 escalares. Sean éstos, par ejemplo:

flfe,e ) =1 fle,,e;)==1 fle,, e;)= 2
fles, ey} =0 fles,e:)= 1 fle;, e5)=—1
frﬁ'_'i;e])': 1 frﬂg, 8y} = =2 ffEBF eyl= 1

Tomemos un par de vectores de R* cualesquiera, Por ejemplo, v, = (1, 2, —3) y
¥, = (1, 0, =4). Hallemos la imagen por f del par fv,, vo) € R* X R?:
Expresando v, ¥ v, en funcion de B, las aj. seran:
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v = 1e; +2e; =3 e, { ayy = oy, = 2,0y, = =3
vz=1e, +0-e; -4 63 ) ), =1, @22 =0; @3, =—4

Entonces, de acuerdo con lo establecido para 1a expresion de v, v,/ en un’a base:

3 3 3
fivy, va) = Z * Z ®iy1 O,2 ¢ ﬁﬂjrejl}lﬂ Z Gipr Ay lrl‘('":"il*"j"'i:]'i
=1 I2=i 11=1; p2a=1

Desarrollando este sumatorio queda;

ﬂ’l"'lf Fz} =€t'11 ﬂlg f{E] El) +ﬂ'11 ﬂz-z frﬂl E:} +ﬂ'.']1 asz ﬂEI 193} +
+'ﬂ‘2151 ) ST ] flrﬂ'z EIJ +CE11 X~ 4 frﬂg Eg) "!'D,"gl X372 fng Ea} -+

sy 0y 2 fley ) t o) apq fles e2) + oy 034 ey 3/

y sustituyendo cada elemento que aparece por sus valores numericos queda.

fivi,va)=11«14+1-0-(-1)+1-{—4}-2+2-1-0+2-0-1-
+2 (=) =N+ (=)= 114 (-3}-0 (=2} +{=3} (-4 - 1=
=1+0-84+0+0+8-3+0+12=10

Ha quedado, pues, univocamente definida la imagen de cualquier par de
elementos (v, v;) de R* X R3.

L

10-2 FUNCION r-LINEAIL ALTERNADA

Decimos gue una funciéon r-lineal, f:E* - K, es alternada cuando
cumple:

Si Vl — lfl = f(vl.r V’l.r ansy Vi, rua g VI, ravy Il'rr) == 0 h‘ Flf Vi g wray Vr = E

Es decir, cuando la imagen de gualquier conjunto de r vectores en
que se repite alguno de ellos es el 0 de K,

10-2-1 CONSECUENCIAS

Sea E un espacio vectorial de n dimensiones sobre K, y sea f-E" -+ K
una funcion r-lineal alternada. Entonces:



a) Si fvy,vs,.., Vi .., Vi ...V,/) € un conjunto cualquiera de r
vectores de E, cuya imagen es

FVi, ey Vi coey Vip ey Ve = A

al cambiar dos vectores cualesquiera entre si en este conjunto
ordenado, la imagen es el opuesto de A

F(vi, vics Vip sony Vip vuey Vel = —A
Vamos a demostrarlo. Por ser f alternada se cumple que:
flvy, ... fvi + v}, .. fvi+ vl ..., v/ =0

teniendoe en cuenta que f es lineal queda:

ff‘vlf AP fVi * Vj); aus I(Vi + vj)f amry Vr) = ﬁ""h vaay Wip sney Vigpauay Vr}

By, iy Vi Wioses Vi = BV Vs Vigoonsg Vs Ao IV 10065 Vi, s Vigesas Vi)

Como f es alternada,

FiV vy Wfyrssa Wiy Vol B T W pany Wipnay Bipannp W d 2= 0
luego queda, finalmente:
VY ey Viy ey Wiy ey V) F Ve, Ve, Ve, 1) = 0
Es decir:
HWin ss Vipois Voo Vil = w=FWy sy Wigeaiae Vi oy W)

como queriamos demostrar.

b) Si N=v,,..,v.l es una familia ligada de vectores de E,
gntonces,

ff(h"'], R Vr] =0

En efecto, si N es una familia ligada de vectores, habra uno, al menos,

—
—_—

0
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que se podra escribir como combinacion lineal de los demas.
Supongamos, por ejemplo, que v, sea combinacion lineal:

V4 “'":Zr Bi v

=2
Entonces:

flv,, ...,v.) = ff Z Biviva,..,u)

=2

Como f es lineal:

;
flfvl..r rua gy li’r} —_ Z ﬁi f{l-'"'” Uir o Fr}
i=2
y en este U[timo sumatorio, como la 7 varia desde 2 hasta r, en cada
sumando la ffv, vy, ..., v} sera igual a cero, yva que siempre se
repetiran dgs de ellos, luego:

fl(l""l: EA III'Illr‘) = U

¢/ Si la funcién r-lineal que hemos definido sobre E {n dimensio-
nal), es tal que r es estrictamente mayor que i, entonces

r>n ¥vy, .., vJ)EE flvy, ... v.)=0

En efecto, st r es mavor que la dimensién 7 del espacio vectorial E,
cualquier familia con r vectores serd una familia ligada por definicion
de dimensidn y, por tanto, en virtud de /4):

ffl-"l, P I"r} T 0

En virtud, pues, de la consecuencia fc/ que acabamos de ver, sdlo se
consideran funciones r-lineales alternadas sobre E de 77 dimensiones,
que tengan r< 7. Nosotros restringiremos, sin embargo, y desde ahora
hasta el final del tema s6lo consideraremos funciones r-lineales
alternadas que verifiquen r = 7, se llamardn, por consiguiente, funcio-
nes n-lineales alternadas,



10-2-2 EXPRESION EN UNA BASE

Sea E el espacio vectorial de n dimensiones definido sobre K que
venimos considerando, v sea f una funcidén n-lineal alternada definida
sobre E,

FE = K
¥ (v, ... val € E", ffv,,..,valEK

Segun hemos visto, dada una base B = kel,...,enﬁ, de E, para tener
univocamente definida f nos hacen falta los #n" escalares
ffej,, ..., &_J, donde f,, ..., /n € N toman todos los valores desde 1 a
n.

Si las coordenadas de los vectores v; 1 < /< 1, en B son:

b= i Cjii €;

Ji=t
segun la expresion de f en la base B sera:

n

f{“l‘, rewp Un) 2 E 'Ijl Lr-==r uinn freil R Eln}

!!r "‘-ln=i.

sumatorio que, segiin lo que hemos dicho mas arriba, posee n”
sumandos.

Vamos ahora a tener en cuenta el hecho de que la funcidén f es
alternada. Entonces, siempre que sean iguales dos 0 mas elementos
fi, .., fn &0 un sumando, esto significara que en ffe; , ..., & ) hay
dos © mas vectores iguales y, por consiguiente, la imagen de ese
conjunto de vectores serd ¢l 0 € K. Luego sélo seran distintos de cero
aquellos sumandos cuyos subindices j,, ..., /, sean todos distintos.
Por tanto, si los & , ..., & han de ser distintos y s6lo hay n vectores
ie,, ..., €n}, esto equivale a agrupar estos n elementos de todas las
maneras posibles de n en n. Es decir, formar las permutaciones de los
n elementos. El nimero de permutaciones de n elementos es, como
sabemos, n! luego no son necesarios n" escalares para definir
univocamente una funcidén n-lineal alternada, sino que, de momento,
hemos visto que n/ escalares seran suficientes, ya que los otros
n"™ — ni{ son todos nulos.

Sigamos ahora para tratar de darle una expresidn mas sencilia.
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Tenemos, pues, un conjunto de n# indices j,, ..., j, distintos con
valores de 1.a n, Segun lo que acabamos de decir, /,, ..., /. no es més
que el resuitado de haber permutado entre si los elementos
1,2, 3, .., n Llamemos o a esta permutacion. o serd una permuta-
cion del grupo simétrico S, {grupo de las permutaciones de »
elementos}. En fa notacidn de teoria de aplicaciones decimaos:

Jji=0(1)
f» = o(2)
In ; afn)

Entonces f{v, ..., v,/ quedara asi:

Vs, Vel = D 000311 @o12)2, e Colnin * fleg(1), €512}, -.s €qin)/

G Sp

Pero segiin vimos en el tema de permutaciones, toda permutacion
puede escribirse como un producto de trasposiciones. Puesto que |a
accion de una trasposicién se concreta en cambiar dos elementos
entre si, esto significa que tras actuar una trasposicién cambia
solamente el signo de la imagen (consecuencia a/).

Si, por ejemplo, tenemos la trasposicidon 7, E8y vy [1i=72
ti2 (2)=1,7,5 (=i .3 < /< n), tendremos:

frETl z{1): ET] 2 (2)r veey ETl > ':n]} a frel.r Cle B8y 0ies En) = -*f(elr €2, ...

Entonces, el actuar una permutacion cualquiera sobre 12 ... 7 equi-
vale a cambiar el signo de ffe,,e,,..., e,/ tantas veces como
trasposiciones contiene ¢. Llamando al nimero de trasposiciones de
a, sgnf{o) (signatura de o), habra que cambiar el signo de ffe , ..., e,)
un numero de veces igual a sgnfe/, y entonces:

fl(ecr{‘lh LR Eﬂl:ﬂ]}= {_1}$gn{cr} ‘ fr‘el.r"'r eﬂ:"

llamando a (—1)29749) Haridad de o.
Par. (o} = (=1)99"19) jyeq0

:fl(eﬂlf'l'h rusy E':":iilil'i:l"', = Pﬂr. {U] ) frﬁ'], Eain E")‘



y la ecuacibn de ffv,, ..., v,) queda finalmente:

fﬁ""lr'--; I"'Fn)'__" Z ﬂrﬂ['”l.r o l‘:"fl::lrl:r‘llln 3 Par‘ [U} 3 fl(el,.,., En)
CES,

Este sumatorio posee n/ sumandos correspondientes a los n/f
permutaciones de S,. En esta ecuacidn vemos que la imagen de
cualquier conjunto de n vectores {v,,.., V,) € E" depende de las
coordenadas de estos vectores en una base B dada y del escalar
ffe,, ..., e,) imagen del conjunto ordenado fe,, ..., ,/, que toma la
base B. Por consiguiente, podemos concluir que “‘para definir de una
forma Unica una funcién n-lineal alternada basta con dar un solo
escalar’’.

Y a la inversa se puede demostrar el teorema siguiente:

Teorema 1: Dado el espacio vectorial £ de 7 dimensiones sobre K y
una base cualquiera de él, B= {e,, ..., e,}, para todo escalar § € K
existe una y solo una funcion n-lineal alternada f tal que:

253

fle,,...,en) =38 (Explicacion def teorema en la pdg. 255.)

EJEMPLO:

Vamos a definir una funcion trilineal alternada en el espacio vectorial R>.

Para construir una f:R® = R alternada vy trilineal, segun hemos visto en teoria
solo necesitamos un escalar, fle, e;, €3] € R, siendo }el, es, 93; una base de
R*.

Tomemos por ejemplo la base canonica de R ‘Hl, 0,0,), (0, 1,0), (0,0, 1]1 y
sea el escalar que necesitamos ffe,, e,, €3} = 2. Segun lo que hemos dicho queda
asi univocamente definida f. Calculemos f{v,, v, v3)1'§fendu

vi = (9. =1, —3) =2+ 0y —1 vo; — B8y
vo =(1,=2, 1}=1¢e; —2e; + 18,
V3={2,-2,—3}=25'1 —251—353

¥ sequn vimos:

fivy, va, v3) =Z Qa(t)1 " Cg(2)2 " Xg(3)a " Par, {g} * fle|, &1, &3}
g€ 5,
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El grupo simetrico $; tiene B permutaciones que ya estudiamos en su dia en el
tema correspondiente.

o, {1, 2, 3= {1, 2, 3)
o, {1,2,3)=1(2,3, 1)
g5 {1,2,3)=1{3,1,2)
04 (1,2,.3})=1(1,3,72)
os {1,2,3}=12,1, 3}
05 {1,2,31=(3,2,1)

y hallando sus paridades respectivas.

Par. {o,) = (~1)° =1

Par. {5} = Per. (r,3) * Par. {742} = (=1} * (=1} =1
Par. {o5) = Par. {r,3) * Par, {152) = (=1} - {—-1} =1
Par. lo5) = Par. {133} = =1

Par. {05 ) = Par. (ry,) = —1

Par. {0;) = Par. (r,3) = ~1

uego:

fivy vy v3)=[0y * 0pz *az3 * Par (o)} Fayy ¢ aqp * 0y3 * Par. {o,) +
t a3 v Qg g3t Par. {o3) tay gt ay2 * 0y5 ¢ Par. log) +

+ @yt @2 * @33 - Par. {og) + a3y "yt 04 ¢ Par. {og)] * fle, e, 85)

Con todo esto podemos hallar ya ffv,, v;, vaJ), sin mas que abservar que
siempre o;; es la coordenada j del vector i en la base B:

EE“"-—-"Q ﬂ.l-1=—1 &13="'3
=1 029 ==2 033= 1
Oy =2 Q32 ==2 033 =-~3

Colocando los valores numaéricos y calculando da: fiv,, v, v3) = 14.
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Nota: Damos a continuacion la demostracion del teorema 1 de Ig
pagina 253.

Teorema.—Dado el espacio vectorial E de n dimensiones sobre el
cuerpo K y una base cualquiera de él B= [e, e, ..., .}, para todo
escalar § € K existe una y solo una funcion n-lineal alternada £, tal
que:

f(E,,E;,...,En)':E ':.1]

En efecto. La unicidad de {a funcidn n-lineal alternada definida por
(1), cuando existe, es evidente, como ya se ha visto.

Veamos que siempre existe al menos una funcién n-lineal alternada
que cumpla (1). Para ello definimos una aplicacién de E" en K del
siguiente modo:

fE"> K
(2) % (v, vs, ., vy) € E

fivy, Va,..., Vo) = Z To(1),1 " Yg(2},24 = Os(n),n - Parlo) » &
ge 5,

siendo o, (1)1 la coordenada g (1)-ésima del vector v, en B; @, (2)2 la
coordenada o(2)-ésima del vector v, en B; ¥ &, (), a8 coordenada
o{n)-esima del vector v, en B. Par (o) la paridad de la permutacion
de S, correspondiente y & el escalar dado por la hipotesis del
teorema (1).

Demostremos que f definida de este modo es lineal y alternada.
1) feslineal.

Tomemos un vector #€ E que expresado en la base B sera:
n

u=E ﬁjﬂj.

] =i

n

(Vi'l‘U):Z_ {aj; + B;) ¢ Wi 1</<n

r—I
’_

y hallemos f(v,, v;, ..., fvi+ ), ..., v}, segin la definicién que
hemos dado de .

f(lﬂ"l, Va, e (I"'i gy UL exny Vn) =
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..

,;,Egn““i‘lﬂ " 0232 et {0 (i)t Bai)) - %o (nin - Par o) - 5 =

X 2‘ Qg (135 ... Bg{i}i - Xg(n}n * Par (g)+ & + Z @o (1)1 = Boli} < Uginyn * Parfo) -8
s S, g €S,

=flvi. Vi, e, Vi, Va ) Y Fv, Vo, o, e, vn) ¥, TSP
Demostremos la otra condicién de n-linealidad:

n
¥Yye K T-Vjﬂz (T-al-,}-ej i 1</<n

i=

Entonces:

f(l“l, LTy t"f . Ii"i}, s “n}= Z ﬂ'{,“]i ‘n {"_ln" " -ﬂ.’u““} " e lgipnin " PEI" {U} » & =
o & 5n

=% Z Ygi1)1 = Agii)i e Xg{nin ° Par {U} « H = o flrlfl, V2, eea, Vi, reu, Vn}
o&S,

2} fesalternada.

Consideremos una trasposicion r = (if), 7 € S,,, donde tomamos 7 < J.
Se trata de demostrar que:

frvlt Va, oy Vis -ees I""'I]'.niI “evp Vn)‘ = 0 51 Vi V]

Para ello, llamemos §';, C S, al conjunto de todas las permutacioneso,
o€ §,, tales que o (i) < o (j), y llamemos S, CS, al conjunto de las
o € 5, que cumplen o (i} > o (j). Es evidente de esta definicién que:

Sy = 8, U S, ShN S, =9 (3)

Dada una o’ € S,, formemos la permutacién producto (o' 7)€ S,

siendo r = (i f). Veamos si esta nueva permutacion pertenece a S,o0a
Sh.

U” “}

il
i

(0"« 1) (i} =o' s (i} =0 (j)

I}
Il

o' ff) =o' > 7} () =o' (v (j)) =0 (i)

a' fk}={o" s fk)=0a"lrfk))=0'(k) W k+#ij 1<k<n
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Como o' (i} < o' ff} por ser o' € S, entonces ¢'' (i} > o' {j), luego
o' e s,

Por otra parte, para toda ¢' € S, existe siempre una ¢’ = o'~ 71,
o'' € S vy esta es Unica, puesto que S, es un grupo.

Se puede por consiguiente establecer una aplicacion biyectiva:

v Sy = Sy

!

v o €5, ple'V=a"=0¢" -7

Por otra parte, y teniendo en cuknta (3), podemos reescribir (2) del
siguiente modo:

fl(vl.r Vi, e Vip oaa, Vi, ones Vn] == ?5;1 Bot {1 -on Qgr(i)j ooe Qgrgity e Ugtinin * Par {a’]l =8 +
ﬂ'r
+ Z y g {11 e Xg i)y vee X ri{§)) oo Dot in)n" Par {U“) « § {4}
U”ES.,

Para probar que £ es alternada, supongamos que v; = v;. Teniendo en
cuenta la relacion existente entre ¢’ y o'':

Rorig)i " {l:ﬂr“” = CI[UH““ “ Qgtriil {5}
Ahora bien, «,ry;), e la coordenada o''(j/-ésima del vector v;, vy

como por hipdtesis v = v, ésth serd igual a la misma coordenada
¢"'(j)-ésima del vector v;:

Qorrfjhi = Cgitfi}j
Por la misma razon:

Qatrij)) = Agregi)i
Entonces la ecuacidn (5) queda:
Xgtiili ® Agry))) ™= Qgrigi)y * Bgrrj}j
Como por otro lado sabemos que:

Rgrik)k = Gemixix VY KFEL] TSk<n
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queda:
Zat{1)1 * @gr{2)2 * i Ugli)i,.. Qgt(j}j === Xgi{n}n =
= Qgir(1)1 * Qeir{2)2 s Cag (i) === Egrr[j)j == g?t{nin

Como: Par (¢") = Par (¢’ - 7)=Par (¢') - Par {r,)=— Par (¢'), de
donde:

Qg r{5)1 === Cgrii}j - X tig}j === Cgt{nin * Par (c') - & +
GG i1(1)1 e B tr(i)i ree Cgrr()j e Cori(a)n * PAr {0} § =0

Y esto sucede para cada par de sumandos, uno del primer sumatorio
y otro de! segundo en la ecuacion (4), correspondientes a unos ¢’ v
¢'', tales que:

Pero como hemos dicho que existe una aplicacion biyectiva

v: 8n = 8", por cada ¢’ de §',, existe una y sdlo una ¢’ de S, tal

que ¢" =o' - 7, y por cadao’’ de S", existe a su vez una y sélo una o’

de §',, tal gue o" = o' - 7, Luego cada sumando del primer sumatorio
de {4) se anula con uno del sequndo sumatorioc y solamente con uno.

Por consiguiente:

fivivy...vi.vi..vy)=10

como deseabamos demostrar,




TEMA 1 1 DETERMINANTES

11-1 Definicién

11-2 Determinante de una matriz {n X n)
11-3 Propiedades de los determinantes
11-4 Definicién de menor y adjunto
11-5 Matriz adjunta

11-6 Matriz inversa

11-7 HRango de una matriz

11-7-1 Rango de una familia de vectores
11-7-2 Rango de una matriz (m X n/
11.8 Matriz regular y matriz singular
119 Submatriz

11-10 Calculo def rango de una matriz

11-1 DEFINICION

Dado un espacio vectorial E de n dimensiones sobre K, llamamos
determinante de n# vectores del mismo, {v,, ..., v,/, 0 funcion deter-
minante de los mismos en una base B = le,, ..., .} @ la imagen de
este conjunto de n vectores por la aplicacion n-lineal alternada f de-
finida en E por ffe,, ..., €.} = 1. Lo representaremos por:

det. v, ..., vo) = vy, ..., vy |

EJEMPLO:

Para 1os tres vectores (v, v4, v3) del Ultimo ejemplo del tema 10 su funcion
determinante en la base canonica se hallara tomando ffe,, es, e3) = 1 en vez de
2 como hablamos tomado arbitrariamente.

Como ffe,, e;, ;) aparece en todos los sumandos, basta con dividir el resultado
que habramos obtenido allt por 2, quedando:

iﬂ.-:'}'
2

| fvy, vz, v3l =
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11-2 DETERMINANTE DE UNA MATRIZ (n X n)

Sea una matriz A de orden {n X n/ de elementos del cuerpo K.

Las columnas de A son vectores de K", que podemos denominar
Viyoes ¥

t:rl - {ﬂ‘r}.ll X2 1 p eennaey ﬂ'-'t;ll }

Puesto que las coordenadas de estos vectores en la base candnica de
K", son lo6s mismos escalares de K que los definen, podemos
establecer una aplicacion n-lineal alternada £ K™ - K,
ffe,, ....e,J= 1.

Entonces flamarnos determinante de la matriz A y /o representaremos
por det, {A) ¢ | A | al determinante de los vectores columna de /a
matn'::.j

N

det. {A) =1Al=lv,, .., vi)l= & ay(1)1, s (10 * Par. (a)
UESh

EJEMPLOS:

1} Calculemos el determinante de la matrijz

2 1 2 vy = {2, -1, =3)
A=|-=-1-2=2 sus vectores columna son: vy == {1,—-2, 1)
-3 1-=3 vy = (2, -2, —3)

entonces: 1A= lfv,, vy, v3)]
pero vy, v,, v3J son los vectores del ejemplo anterior, por tanto:

IAl=7
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2} Tomemos una matriz (2 X 2) de elementos de K, y vamos a tratar de
obtener una regla practica para calcular su determinante.

_ % 02
Q31 Q22

IAl= Z Cx . « Par. {o}
o€s, o{1)1 al2)2

Seg

Segun hemos definido, 1Al sera:

En S, solo hay dos permutaciones; la idéntica o{1, 2) = (1, 2} v la trasposicion
Ti2, 712 (1, 2) = {2, 1). Facilmente vemos que:

Par. (o) =+1 Par.{ry3) =—1
luego:
IAl=ay | apq —ap; " @

que en la matriz, graficamente, equivale a multiplicar 10s dos elementos unidos
por la raya continua a restarle los dos unidos por la discontinua

Lt %) ’&12

r

L2
-,

ﬂfif 22

3) Tomemos una matriz cualquiera (3 X 3} y hagamos lo mismo que en el
gjemplo 2.

¥ Dy Oy 3
A=fog, 0pg Qg

Q3 G3z 33
y segun sabemos, el determinante de esta matriz sera:

fAl =, ragq "ty F0y5 " oy IRl T SRR 2T

— Oy Oy Uy — Qg Oy "3y — O3 " Qs " Q3

-

-
L e
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guedando como regla practica: multiplicar entre si los tres elementos unidos por
la raya continua poniendoles signo +, ¥ a estos restarles los tres productos
obtenidos al multiplicar entre si los que estan unidos por la raya discontinua.

Teorema 1: Dada una matriz A€ MY, » ) el determinante de la matriz
traspuesta de A, ' A es igual al determinante de A.

FAl= 1Al

En efecto: sea A= [a;;]Yy sea 'A= [@;;] la matriz traspuesta de A, Es
decir:

b= ¥ ;€ “,...,nl

Segun la definicion dada de determinante de una matriz

I'Al= Z @o11)s s Bainin - Par. (o)
&5,

Puesto que S, es un grupo, para cada o € 5, existe ™' € S, tal que
si ofi)=X. ¥ 1<7<n entonces i = ¢~ "' {X;) v podemos, pues,
escribir:

HUHH lE]n::lrl:n'll"n = ﬂxl a T Nqd - Ex,., a k(X Q)

Como ¢ es una permutacidon, Xx,,.., X, Sson los elementos
1,2, 3, ..., n escritos en un orden distinto. Podemos, pues, reordenar

los factores del sequndo miembro por el primer subindice obte-
niendo:

Hﬂl"‘l}‘l - ﬁﬂl?]? A Bn\tn}n = alg_ll'l} ¥ BI{F_I [2] mar Hnﬂ"ln:n]

Por otro lado sabemos que 0 * 0~ = ¢! + g = |. Luego la paridad
de ¢! sera tal que:

Par. (o) - Par. (oc~1)= + 1

Es decir: Par. {o) = Par. {¢™!)



y podemos escribir:

I"Al= Z 015-1(1)* B2071(2), ..,Ono~ () * Par. =]
FES,

Al recorrer o todo S, la ¢~ también lo recorre todo, y entonces

nodemos sustituir en el sumatorio ¢ pore ™',

I*Al= 2 01a-1(1) " B20=1(2), s Bnog=1(n) * Par. (67" )
g t&es,

Podemos designar ¢ ' con la letra y, puesto que ahora slo designa
un indice que toma valores en un conjunto y quedara: |

|IAI= EZ HIT{:Z] 'GITIE},...,HnTtn} 'PHT. {T}
T=S8p

Recordando ahora que por hipdtesis 8;; = a;;

|1A|= Z elTH}r---:ﬂnT{n}'Pﬂr- (’}’}= EZS EET“H,...,EET[,-,],,'PHF.{T}=|A|

YE&5, Y=on

como quer iamos demostrar.

De aqui podemos afirmar que ‘el determinante de una matriz A es
igual al determinante de sus vectores fila o al de sus vectores
columna”.

11-3 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Vamos a considerar algunas propiedades de los determinantes, que se
desprenden rapidamente del hecho de que son funciones multili-
neales alternadas:

1} Sea la matriz

-------------------------------------------------------
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Veamos que se cumple que:

ul 1 e EEI | ssunun 'chil n ct.l Jomerus - ﬂl - ct;l n
Al = s s L i
{fn I radd N d‘\I ..... a Efn n-l ﬂnl ------ ﬂn mdEEgN ﬂnn

En efecto, llamando v, = {a;, ..., en;} ¥, 1<i€n y u=(B,..., 6
esto se puede escribir asi:

l (ul; V:; Famp {Vi + U}, tru g u") I
y como la funcidn determinante es lineal queda:
l(vlf V'IJ' poa g rul + u)f LN anl = l n""] F I"'z; nraf Vi_; LY N, l'rn) I + ' (V]_ I vj, mrer gy U, aarwg v“) I

como desedbamos establecer.

2)
ﬂ!l_l ...... ﬂ a‘il ------ {1'1'“ 1‘[ I 1| ------ l.n
Ong wesie B2 Opp vieee Olpy ®n1 erevs X owesen. Gpp

En efecto, en Iz notacion anterior sera:

vy, vz, ., 80 vy o, vl |
y como la funcidn determinante es lineal, queda:
[ (v, Vo, ey B Vi oo, V) | = B Vv, Ve, ..o, Vi, ., Vo)
con lo que podemos enunciar: **Si se multiplica una fila o columna

de una matriz por en escalar, el determinante de la matriz que resulta
es igual al de la matriz que teniamos multiplicado por dicho escalar”.

3) Si
&! 1 Erak &!i L &!E aan {Iln
A= | ‘
anl ------ ull.'li Faman &nﬂ s a;‘n
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¥ (o wes tni) = (@3¢, .., @ne) para dos valores cualesquiera de iy e
pertenecientes a |1, 2, ..., n| entonces:

lAl=0
En efecto, ya que esto significa:

1{Vy, cco Vi, won, Va, oeay Vi) | CON
v; = v, ¥ por ser la funcion determinante alternada:

ViV, oo Vip ooy Voo o, ¥l 1200 sl = 1

que podemos enunciar asi: “Si una matriz tiene dos filas o columnas
jguales, su determinante es igual a cero”.

4) "'Si permutamos entre si dos filas 0 columnas de una matriz,
g| determinante de la matriz gue resulta es el opuesto™.

En efecto, ya que por ver alternada la funcion determinante:
WiV, ooy Viyooo Vg e, Vo ) b= = WV, ooy Vi s Ve oan, Vo) |
B) “Si a una fila o columna de una matriz se le suma otra

multiplicada por un escalar, el determinante de la matriz que resulta
es el mismo”,

IrV[; Ee g Vi;-.--f (Fi + B " u|}, LY. Vn) |= I(Vl, ama gy Vi, RN Vj}. and g Vn) l

En efecto, por ser lineal:

V(Vss oo Vig s (v F B2 Vil s Vo b= WV Vi s Vi s Vo VE B - LV, Vi s Vi cais VR

y en virtud de la propiedad 3.2
ﬁ ) IVIF oy IIIIIIIII.i" "mey VI! wedwf Vn) I= 0
Teorema 4.—Si A vy B son dos matrices de Mf,, ), el determinante

de la matriz producto (A - B} es igual al producto de los deter-
minantes de A v B.

1A-Bl=1A1-1BI
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En efecto, sea A = [a;;] vy B = [8;;], o también, [lamando:

¥iolsi<sn A=sv,..vy] ¥ B=[uy, .., u,]

Teniendo en cuenta la definicién del producto de matrices, tendre-
mos:

A" Bﬁ[A*UI,...,A'Un]

ya que por ejemplo la columna 7/ de la matriz A + B ser3

{Z g B nnin

H
HEr

ne Beil

nM;

pero estc no son mas que las coordenadas de (A - ) como
queriamos comprobar,
Vamos ahora a fijar la matriz A y definir con ello una aplicacién

g : K"= K
tal que

¥ (Uy, ..o Ug) € K, 0 (uy, ..., u,) = I{A;u,,...,;ﬂu* Ut l=1A-B}

Por estar § definida a partir de la funcién determinante de los n
vectores (A u,, ..., A+ u,) es n-lineal y alternada ¥ pOr consi-
guiente para que quedase unwncamente definida bastaria conocer el
escalar 8 (g, ..., e,/ siendo | &, ..., en! fa base candnica de K.

Por definicidn:
0 (e,,...en)=1{Ae,, .. Ae)l=1A-1, = |Al
lya que la matriz que tiene por columnas los vectores de la base

candnica de K" es la matriz unidad).
Entonces 8 estd perfectamente definida, vy por elio tendremos:

A= Bl (uy,..,u,) = Z BsdndaumnBanyn o PEF lohs: A

0Es,



Pero este (iltimo sumatorio, excepto 1 Al, no es mas que el determi-
nante de B, y por tanto:

1A-Bl=Al-1BI

11-4 DEFINICION DE MENOR Y ADJUNTO

Sea una matriz A€ M'fnx,,]. Llamamos “‘menor (i j}"”" de A, donde
1<i<n 1<j<n al determinante de la matriz de oarden
fn— 1} X fn— 1) que resulta al suprimir la /-esima fila y la j-esima
columna de A. Se llama “adjunto (/)" A;; de Aa {(—1)"  por el
menor {i j} de A.

Teorema 5,—Sea A = [o;;], A€ MFf,yq). Veamos que se cumple que:

1a;s a3 vewees 0 @22 cews Ogp

Uﬂ‘.’gg 23 ceanan &2y . ; o

f 5 * : - BEE Ll
] dﬂ-’nz ﬂnj ...... ':"-'nn ﬂ'-'nj ..... ﬂnn

En efecto, sabemos que

1Al= Z @g{1)9 * +or Qgin)n * Par (o)
aeS,

Sin embargo, lo que tenemos en el enunciado no es la matriz A, sino
una matriz obtenida de A sustituyendo la primera columna por el
vector ¢, {1, 0,0, ..., 0). Luego a, 1,4 €sigual a 1sio(1}=1yes
igual a cero si 6{1}# 1. Entonces tenemos por un lado que el
sumatorio solo quedard extendido a aguellos ¢ € 5, tales que
o{1)= 1 y por otro que no es necesario escribir el factor a,{1}1,
puesto que para todos los 0 € 5, a los cuales se extiende el sumatorio
esayr1)1 = 1. Y asi el determinante de la matriz inicial sera

1

= E Qy(2)2 * e * Qginyn * PAI (O}
0 E 55

...... cx;“j (1) = 1)
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Las permutaciones que aparecen en este sumatorio, sabemos que son
aplicaciones biyectivas sobre el conjunto }1, 2, ..., n!| tales que
¢{1)= 1. Paracada o € S,, tal que a{1) = 1, existe una permutacién
o’ € Sp_, tal que sea restriccién de o al conjunto }2, ..., n}. Es decir,
ofi) = a'ti)®i€ 2, .., n|. También es cierta la reciproca de esta
afirmacion, es decir, que para toda ¢’ € S,_, existe una 0 € S,

prolongacion de ¢, tal que o{1) = 1. De acuerdo con esto:

ﬁ&!i ------ E’n-l

0 i :

A 2 212 ¢ e Go'tnyn * Par(a’)
P ; 0'€8n_,

E“r‘ﬁ Fe ﬂnn_J

ﬂ'? 2 wensas l'l'? n
: : =85
Hn2  cianes ﬂ.'nn

Luego si tenemos una matriz cuya primera columna es (1,0, ..., 0}, el
determinante de la misma es igual al de la matriz que resulta de
suprimir en aquella la primera fila y la primera columna.

Corofario.—Sea como antes A = [a;], A€ M{,4,). Veamos que se
cumple:

columna
i
l:l'.'jl ------ HIIJ'I} Ual[j'l-lli {Il_n
: 0
fila 7 el Q1) 1 (1) eeee-n Qg =l i
Eﬂl ----- Onij-1) 0 &n[H1] ..... ; unn_

En efecto, .teniendo en cuenta la propiedad que nos permite per-
mutar cofumnas vamos a pasar la columna j hasta la primera,
permutandola cada vez con la anterior. En total habremos de
permutar las columnas de la matriz {j— 7} veces luego.
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0 o, VDU L8 [ S Of fjes) crememene Oy =
LS T T T XS R I B « 7 S O S S PO C(i—5in
s i W i A 8 = ' :
! j_,T !1, } HIIIF 4 H 1 II"][ll addpmma allj_ll {EI[]‘-]} --------- ﬂ.'|n
_'"[_1} 0 ﬂ!!+i 1 i &“‘tl:'“!-l:' ﬂ[i+]}{j+|] --------- ﬂf{i+1}n
-'0 t.‘Er‘] ------- &n{i_._ll. u"li_ll --------- ﬂnn ":'

Subamos ahora la fila / hasta la primera, con lo que aparecerd un
factor (—1)"', va que permutaremos entre si las filas de la matriz

{i—1) veces.
Faita la columna

1 ﬂ'.’jl ....... l:l'“!'_]:u T ﬁil:i"'l:l snarnnns Hjpy 3
O_I&'li e aratatte I'I:li.'i._]} ﬂf111+l} ......... aln
1(v,, ..., Vi1, 8, Vied, ..., Vo) b=|| & ; : :
r ’ ]-1.# 1# ]+1r r TN " . g o FEI|tEl|
={__1}ju1 . {_1']'1 i 0 &[I—lll-'-""ﬂl_i—l“j-'*ll IR RS B LI H|jw1}in ""ﬁla 3 4
(?ﬂ:{iﬂh ....... ﬂ‘.’“+1”j_._.]} ﬂl“+l]“+i:‘ .........ﬂ[i«tl:lﬁ i
-0 4 ST ﬂ‘n[j‘—ll ﬂ:,-.,”H} ......... ﬂf‘nn -

y en virtud ahora del tegrema 5:

| {vy, ..., &, ., ¥ol 1= {(=11*"2 . [menor (i /)] =
= {—=1)" [menor (ij)] = A,

Teorema 6.—Desarrollo de un determinante por loselementos de una
fila 0 por los de una columna. Dada la matriz A = [a;] A€ M5 . n)
se tiene:

1) Fijado una j 1< /< n (desarrollo por los elementos de la
columna j}.

LAEe 0y Ay +, oo+ @nj = An,

2} Fijado un /,1 < /< n {desarrollo por los elementos de la fila
i).
IAIZ &y &ii A o Xin " ﬂin

Demostremos la primera parte del teorema. Para ello consideremos
un j fijo.

Iy = Hj Qg ° &
=
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n i
Y

E (v]_; TEY) V’, drnp l”n) I= l (VI F o “esg 21 Cl:'j E“.. rru g Un,l l — A‘“ Eij I (ul Foraag Ei_, sy vnj I
= =1

Yy veamos ahora que

columna f ]
| Iiﬁ"l.r"*'.r €ir anny Vn) | = ﬂ'ii
En efecto, lo es por el colorario anterior.

Luego:

N
L v, .. vl = Z @ij Ay =ayj A+, .., + oy Apj
-

como queriamos demostrar.

Para demostrar 2} basta con tomar la matriz traspuesta 'A de A, que
sabemos tiene el mismo determinante que A. Entonces e! deter-
minante de 'A {que es el de A) se puede desarrollar como acabamas
de ver por los elementos de la columna 7 de ' A, Pero los elementos de
la columna 7 de 'A no son mas que los de la fila / de A. Con lo cual
queda probada la posibilidad de desarrollos de | A | por los elementos
de una fila f de A como:

N
IAI= Z L ﬂik
k=1

EJEMPILLO:

Vameos a hallar el determinante de la matriz

2
12 2 =1 0
7 1 =1|
=] &

| i

desarrollandolo por los elementos de la tercera columna.

1A1=1 'ﬂi3+{-ﬂ*1}ﬂ.1]+1'.&33 +3'&$a3



[ 2 0
Aja=(=ntra. —1 2 =1]l=-4
1 =1 0
1 1
Agy={=T)2*" - ll-1 2 -1|| =+4
T w1 DJ
1 2 1
Ayy =(-1)°*7- 2 2 0f =-4
1T —=1 0
1 2 1
Agy=(—1)4*7 . 2 2 0 =_8
-1 2 -1

lAlI=1-—-4 +{=1}-4+1-{-4)+ 3+ {-B})=-36

11.5 MATRIZ ADJUNTA. DEFINICION

Sea A = [a;;] una matriz (n X nj. Se llama matriz adjunta de A, a una
matriz A€ M{, ) cuyo elemento (i), &; es igual al adjunto A;; de
A,

a;j = 4j;

Teorema 7.—Dada la matriz A € M, ) se cumple que:

AsA=A-A=1Al-1,
En efecto, llamemos B= A - A y B= [8ijl
Demostremos que los elementos de la diagonal principal de B son

todos iguales a | Al v que los demas elementos de B son iguales a
cero.
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i

Bii = Z Ui * Q= Z Ay

k=1 k=

pero este ¢ltimo elemento es como sabemos el resultado de desarro-
llar el determinante de A por los elementos de la fila /. Luego:

Bii=1AI1
Veamos ahora §8;; con 7 #
n n
1L;: :E ik * II5‘5I~:j= :E dix * A
Para demostrar que esto es igual a cero tomemos una matriz C = [0;]

de orden {n X nJ, cuyos elementos sean iguales a los de A excepto los
de la fila /, que serian iguales a la fila 7 de A.

es decir:
&11 &12 ------ &1 n
Dip  Qj2 reene O -~ fila i
e=| 1
iy iz ...... &Xin —> fllﬂf
Xnt Xp2 .. ®nn

El determinante de esta matriz C que tiene dos filas iguales, luego es
|gual a cero; por tanto, desarrollando | C | por los elementos de la fila
J queda:

=1Cl= Z 85 A

pero los adjuntos Af de la matriz C son los mismos que los de A
(como se ve facilmente en la matriz) v con la definicion de las @ ik
queda:

con lo que queda demostrado el teorema.



11-6 MATRIZ INVERSA

Teorema 8.—La matriz A = [a;;] A € M{nxq) s inversible si y solo si
1 Al D, v en este caso su inversa A~ es:

A-l=1A1"' - A siendo AT 1=1A1"
En efecto, st A es inversible, existe A™', tal que A- A~ =
= A" - A= .

Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de
matrices es igual al producto de los determinantes, queda:

LAL- 1A 1= 1A - TAlI=11, =1

como | Aiy 1A~ | son elementos de un cuerpo y su producto no es
cero, han de ser ambos distintos de cero

lA1=0 v AT 1#0
Supongamos ahora que | A | # 0. En virtud del teorema 7:
A-A=A-A=I1Al"I,
multiplicando por el escalar 1 A 17! queda:
(A-A-1AIT s (A- A - LA = |,
v como |os escalares conmutan con las matrices
A-{A-1AIM )= (A-1AT) - A=,

jluego la matriz (A-1A17'} es la matriz inversa de A como
queriamos demostrar

Al=A-1A1I"
hallando e! determinante de A™! en esta expresion queda:

A I=1A1-1A I
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pero el determinante de A es la unidad, ya que tomando los
determinantes en la ecuacion A - A=1A1- I, queda

LAL-LAI=1A1" ]

iuego 1 Al=1
y finalmente resulta

A7 I=1A1

A partir de este teorema, podemos enunciar desde el punto de vista
practico los siguientes pasos para calcular la inversa de una matriz A:

1.° Hallamos la matriz traspuesta.

2.° Sustituimos en la 'A hallada, cada elemento por su adjunto
correspondiente, con los que obtenemos la matriz adjunta.

3.° Dividimos cada elemento de la matriz adjunta por ef deter-
minante de A,

EJEMPLO:

Calculemos |3 inversa de la matriz

r‘t -1 =3
A=1|3 2 2
2 =1 2
1)

1 3 2
L Gl S (R R
-3 2 2

2) Calnulaﬁdn los adjuntos
[ 6 5 4
A= |-2 8 —11

-7 =1 b
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3)
lA1=29

luego:

6/29 5/29 4/29
AT =1-2/29 8/29 -11/29
-7/29 —=1/29 6/29

11-7 RANGO DE UNA MATRIZ
11-7-1 RANGO DE UNA FAMILJA DE VECTORES

Dado un espacio vectorial E definido sobre el cuerpo K, llamamos
rango de una familia F = }v,, ..., v,{ de vectores de E a la dimension
del subespacio & | vy, ..., vp| engendrado por esta familia.

rango (F}=dim & {v,, ..., v, |

Puesto que de toda familia de generadores puede extraerse una base,
la dimension de & | vy, ..., vp| Y por tanto el rango de F sers el
namero de vectores de esa base. Por ello podemos concluir: ‘‘Rango
de una familia F de vectores es el numero de ellos, linealmente
independientes, que posee”’.

11-7-2 RANGO DE UNA MATRIZ

Dada una matriz A = [«;;] de elementos de K de orden {mX nJ,
llamamos rango de A al rango de la familia de sus vectores columna.
Es decir, sea:
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F={vi, .. Vo]
con
vi = [a,;, v o) EK™ 1€i<n
Entonces decimos
rango A = rango {F)}

feorema 8.—En toda matriz A, el rango de la familia de sus vectores
fila F; es igual al rango de la familia F. de sus vectores columna.
Sea:

y llamemos a log vectores columna F, = }v,, ..., V| con

Vie (&0 wey Xmi)

vie K™ %/ 1</i<n

sea también F¢ = {u,, ..., un, | ta familia de vectores fila, con:
Uj = {D—'j] vy ﬂrjn]
€ K" ¥j 1<j<n

Supongamos que rango A = r y por consiguiente que rango (F.) = r,
y vamos a demostrar que también es rango (F;) = r.

En efecto, si rango {F.) = r, esto quiere decir que habra r vectores
linealmente independientes en F, y que los otros n-r se podran
escribir como combinacién lineal de éstos. Supongamos, para simpli-

ficar la escritura, que los r vectores linealmente independientes sean
los jv,, va, ..., v |
Entonces:



k= 2 Bea Ve ¥k 1RKSnr

e=1

de esto se deduce que cada coordenada 5, 1< s< m de todos los

vectores V.. k serad combinacion lineal de las coordenadas s de todos
los vectores v, (1 < e < r)
luego:

Hir,. ki s= Z ﬁke'ﬂfes

L —

Sea ahora por otra parte B, = je,, ..., e,/ la base canonica de K",
Podemos escribir, pues:

n
Ug = Z O " € Z Qog * € T Z irakls " Crak

t=1 E=1

sustituyendo aqui el resultado que hemos obtenido para e, )s

'y I
= dd HEE'Eﬂ+,,f_. Zﬁke' Ugs |7+ k
e=1 k=1 E=1

-

permutando los sumatoriosen kK vy / v reuniendo todo en uno:

r n—t
=Z Ee"'z ﬁk&'er+k'ﬂﬂs
2= 1

k=1

con lo que resulta que todos los vectores pueden escribirse como
combinacién lineal de r vectores linealmente independientes [e, +

n-r

Y :
+ o Bxe* €., k]. Por tanto, en F; hay solo r vectores linealmente

k=1
independientes, y queda demostrado como queriamos que

rango (F.) = rango (F; ) = rango A

11-8 MATRIZ REGULAR Y SINGULAR

Decimos que una matriz A es regular si todos sus vectores fila y todos
sus vectores columpa son linealmente independientes. Cuando una
matriz no es regular, la llamaremos singular.

Se comprende facilmente que una matriz A para ser regular necesa-
riamente ha de ser cuadrada, ya que en virtud del teorema 9 el
namero de vectores fila linealmente independientes es igual al
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numero de vectores columna libres, y como para que sea regular han
de ser independientes todos, resulta, pues, que el nimero de filas ha
de ser igual al de columnas. Sin embargo, si una matriz es cuadrada
no necesariamente es regular, como se vé facilmente a partir de la
definicion.

Teorema 10,+~La condicion necesaria y suficiente para que una
matriz A sea regular es que su determinante sea distinto de cero.

En efecto, si A es reqular, entonces ha de ser cuadrada. Supongamos
que AE M'[‘nx;nj, entonces en virtud del isomorfismo existente entre
MKoxn) ¥ LIK®, K"} existe una aplicacién lineal f& L{K", K") cuya
matriz es A. Como los vectores columna de A constituyen una
familia de generadores del subespacio imagen y por ser regular son
todos libres, résulta que

dimf{K"}= n

y esto significa que la aplicacion f es sobre,
También se deduce que:

dimKer{fl=n—dimflK"Y=n—n=0

luego f es inyectiva y por consiguiente biyvectiva. Entonces, si f es
biyectiva, su matriz A es inversible y por lo tanto | A 1 0,

Si inversamente es | A 1= 0, entonces por definicidon de determinante
han de ser todos sus vectores columnas y todos sus vectores fila
libres, luego A es regular.

11-9 SUBMATRIZ

Dada una matriz A = [ay;], AE M xny se Hama submatriz a toda
matriz cuyas filas son partes de las filas de A y cuyas columnas son
partes de las columnas de A. Si



una submatriz M de A sera:

Liggy Figjg oomee Cipis 1</, 6, .., L<sm
Oinjy; Figjg wemers Ky

M = :21 J : >
| @iy jy Xig g meeer g g 1< /i, fa, s s SN

Vemos rapidamente que en la primera columna de M, por ejemplo,
todos los elementos que aparecen son de la misma columnaj,; de A,
pero pertenecientes a distintas filas /,, ..., /. lgualmente, en la
segunda fila de M, por ejemplo, todos 105 elementos que aparecen son
de la misma fila /; de A, pero de distintas columnas /,, ..., j, de A.
Nosotros, en lo que sigue, utilizaremos principalmente las subma-
trices cuadradas de A. Es decir, aquellos en que s = ¢,

Teorerna 11.—El rango de una matriz A es igual al namero de filas (o
de columnas) de las submatrices regulares de mayor orden de A.

Sea A = [a;;] una matriz de orden {n X n} de elementos de K.
Supongamos gue el nimero de filas de las submatrices regulares de
mayor orden sea r,; entonces el orden de estas submatricesserar X ry
su rango sera r por ser regulares, Sea M una de estas submatrices
regulares de A, de orden (r X r).

Tratemos de demostrar, pues, que rango A = r. En efecto, por ser M
una submatriz de A, se cumple que:

rango A= rango M = r

Demostremos ahora que no pueden existiren A (r + 1/ filas (o colum-
nas) linealmente independientes. En efecto, si asi fuese, tomando los
r + 1 primeros escalares, de estos r + 1 filas formariamos una subma-
triz M’ de A de orden {r + 1) X (r + 1}, v por tener sus {r + 1) filas
linealmente independientes sus {r-+ 1) columnas también lo seran v M’
serd regular. Pero esto significa que hemos encontrado una submatriz
regular M' de A con r+ 1 filas, lo cual va contra la hipotesis del
teorema de que el namero maximo de filas de las submatrices
regulares de A erar. Por consiguiente queda demostrado que en A no
pueden existir r + 1 filas {0 columnas) linealmente independientes.
Esto sjgnifica por tanto que

rango A< r+ 1
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luego, se deduce lo que desedbamos demaostrar:
rango A= r

C3alculo del rango de una matriz.—Como hemos visto en el teorema
11, para hallar el rango de una matriz A basta con encontrar las
submatrices regulares de mayor orden de A. Ahora bien, hemos visto
en el teorema; 10 que la condicion necesaria y suficiente para que una
matriz sea regular es que su determinante sea distinto de cero. Por lo
tanto, para determinar el rango de A de un modo practico, comen-
zaremos por escribir todas las submatrices cuadradas de mayor orden
que se pueden extraer de A y hallaremos su determinante; si hay
alguna que tenga determinante no nulo, el rango de la matriz sera el
numero de filas (o columnas) de esa submatriz. Si por el contrario
todos tuviesen determinante igual a cero, hallariamos el determinante
de todas las submatrices cuadradas de un orden inferior en una
unidad a las anteriores y volveriamos a razonar igual: si existe alguna
cuyo determinante sea distinto de cero, el rango de la matriz es igual
a su nGmero de filas o columnas. Si no existe ninguna, continuamos
el proceso rebajando cada vez en una unidad el orden de las
submatrices cuadradas que vamos tomando para calcular su deter-
minante.

EJEMPLO:

Varnos a hallar por ejemplo el rango de la matriz

I_1 -1 2 -1

A=I12 =2 1 3
i -1 -4 8

En primer lugar, como hemos sefialado, vamos a calcular el determinante de las

submatrices de grden {3 X 3) que son los mayores que podemos formar siendo
cuadradgs,
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T -1 2}
2 -2 3} =0 -2 1 3|l =0
1 -1 9 -1 -4 9

luego no tiene rango 3.

HMallemos ahora log determinantes de las submatrices de orden 2 X 2

1=l

[> = -

-1 2] _ .
[0 2] =-tramsve

como ya hemos encontrado un determinante distinto de cero, ya no es necesario
seguir. Concluimos, pues, que el rango de A és 2,

rango A = 2




TEMA 12 SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES

12-1 Definicibn
12-2 Representacion matricial
12-3 Estudio vectorial
12-4 Discusitn del sistema
12-5 Resoluci6n del sistema. Casos posibles
12-6 Sistemas homogéneos
Ejemplos

12-1 DEFINICION

Sea K un cuerpo. Llamamos “‘sistema de m ecuaciones lineales con
incognitas’” a:

1"'3':1[ xl i ) 3 ,1‘."; +r “rramny + X5 n xn = .Bi

G2 Xy *tory Xo 4+, ., Fazn Xo =8,

-----------------------------------------------------------------------------

..............................................................................

con
ﬂfi}EK 1‘{-;;%”‘] 15;};%”

Los elementos a;, se llaman '‘coeficientes’”. Los X; son las “incognitas
y los 8; los “segundos miembros”,

Se llama “solucidén’ del sistema a todo conjunto de n escalares x
X2, ..., Xy de K que lo satisface. Nuestro problema fundamental sera,
pues, encontrar todas las posibles soluciones del sistema (todos los
conjuUNtos X;, X4, ..., X, ) € K" que lo satisfacen).
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12.2 REPRESENTACION MATRICIAL

Teniendo en cuenta la ley de multiplicacion de matrices, podemos
representar el sistema de ecuaciones {1) como:

A x| = {yi (2)
siendo
K11 Q12 evners LA
Ea ) Qaaz  couess g
A=
ﬂ:brnl ﬂm: suma D.'mn_]

también lamada “matriz del sistema”
Y

|

4

m

Iln m

X2

bt = e jy = %
L: 4

También utilizaremos a menudo la matriz:

—_— -
ﬁll_ alz LETIRNE aln ﬁl
&?1 &%2 EEEIFE u’z-n ﬁ.'z

B —_— n L] L] ]
Bl Xz e Dpmins Pors

lamada “matriz orlada con 10s segundos miembros™” o sencillamente
“orlada”’,

12-3 ESTUDIO VECTORIAL

Dada la ecuaciéon matricial A - $x! = }y! donde A€ MY .y sabe-
mos que existe una y solo una aplicacion lineal f€ L{K", K™} cuya
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matriz en las bases candnicas de K" y K™ es A. En este sentido,
también es ; x, la matriz de un vector x € K" ¥ v, la de un vector
y € K™, Con esto la ecuacidén matricial {2) se transforma en:

fix) =y (3}

En esta nueva representacion, resolver el sistema sers encontrar el
conjunto S de todos los vectores x € K® que tienen a y por imagen
por la aplicacion £ En general, f no es una aplicacion sobre, es decir,
lm (f}) € K™ y puede ocurrir por lo tanto que:

By

el vector v = g pertenezeca a Im (f)

(6.
o el vector y, no pertenezca a Im (7).

Veamos ambos casos:

1) Si y € Im (f}, entonces el conjunto S de elementos que tienen
a y por imagen no serd vacio. Tomando un elemento x, € §
tendremaos:

f{HI) = ¥ {41
Para cualquier otro elemento x € S se cumple también que:
fix}) =y {5)

Restando, pues, a la ecuacion (5) la {(4) queda:

fix)—fix,})=0
por ser f lineal tenemos:
fix—x,)=0

lo cual significa que el elemento x — x, & K", pertenece al nlcleo de
f:

x—x, € Ker (f)



Como x era una solucidon cualquiera del sistema, si v& Ker {f/
podemos decir que el conjunto S de soluciones se obtiene sumando a
una solucion x, del sistema cada uno de los vectores del nucleg

S= ix, +v, y¥ve Ker (] (6)

Segun indica (6), el sistema de ecuaciones puede tener una solucion
Unica {S tiene entonces un solo elemento} o muchas soluciones, Se
observa facilmente que la condicion necesaria y suficiente para que el
sisterna tenga solucion unica es que el nlcleo de f sea el vecter nulo

Ker (f/ = {01

“lo que implica que f tenga gue ser inyectiva’’.
Cuando el sistema posee una solucidn Unica se llama “determinado”,
v cuando posee muchas soluciones (S tiene, pues, mas de un
elemento} se lama “indeterminado”,

2) Si y ¢ Im (f) entonces no hay ningin x € K" tal que f{x) = y.
Por consiguiente, el sistema no tendrd ninguna solucidn. Es decir:

S=¢

Cuando el sistema ng posee soluciones (S = ¢} se le llama “incom-

patible”” y del mismo modo, cuando posee alguna sclucion (S # ¢} se
le lama “compatible”.

12-4 DISCUSION DEL SISTEMA

‘Discutiremos el sistema al objeto de establecer sus posibles solu-
ciones, utilizando para ello el rango de la matriz del sistema, asi
como el de la matriz ampliada.

Llamemos: rango {A) = r rango (B) = r'

Existen dos casos posibles en principio:

1} r= r'. Esto significa que entre las /7 vectores columna de A
hay solo r que son linealmente independientes. Entonces el subes-
pacio imagen Im {f} estd engendrado por estos r vectores. Como
r# r solo puede ser r’ > r, ya que B posee las mismas columnas que
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A mas otra constituida por el vecter y de los sequndos miembros. Por
ser /> r significa que y es linealmente independiente con los r
vectores que engendran Im (), luego y ¢ Im (¥}, v por consiguiente
no existe solucién para el sistema de ecuaciones. El sistema es, pues,
en este caso “incompatible”,

(S = ¢)

2) r=1r. En este caso el vector columna y de la matriz B es
combinacidn lineal de los r vectores linealmente independientes que
engendran Im (f), luego ¥ <€ Im (f), y por consiguiente el sistema
posee un conjunto de soluciones S# ¢! El sisterna es, pues, “com-
patible”.

En esta situacion de r= r' puede haber dos casos, segiin que el rango
de la matriz sea igual al nOmero de incognitas o que sea distinto de él.

12-5 RESOLUCION DEL SISTEMA

Para estudiar la resolucion de los sistemas en general, vamos a
considerar las tres posibilidades sequn que el nimero de ecuaciones
sea igual, mayor © menor que el niOmero de incognitas. Es obvio que
los sistemas que vamos a resolver tienen solucidn, es decir, 7 = 7.

1} m = n. Podrd ocurrir que la solucion sea (inica, o no.

1a) Solucién dnica.—En este caso, segiin hemos visto, Ker
(f) ={0{ . Como dim Im- (f} + dim Ker (#} = n, resulta dim Im (f/ =
=n=dim K", Por tanto, Im (f/= K", lo cual significa que f es
sobre. Camo f es va inyectiva por ser Ker (f) = }0*, resulta, pues,
que f es biyectiva. Esto significa que la matriz A es inversible, y
entonces la ‘solucion Unica del sistema de ecuaciones se obtiene
inmediatamente del siguiente modo:
El sisterna matricialmente era:

O 523,



= YAl 1Al 1Al
; ﬁt‘n,&;n. ....... éﬂ_ﬂ
X, A1 TAY 1A |

B o L

It

i=1 IAI

Luego cada uno de los escalares x; de la solucién fx,, xa, ...,

sistema de ecuaciones se halla en este caso por:

n
N A
Xm0 gy _.ll.ﬁ= =
J B AI ! l-'l

B1
B2

ﬂ]'.ﬂi

1A

Pero ‘T A,j B; no es mas que el desarroile por los elementos de la

|—1
columna f del determinante de la matriz

obtenida reemplazando en A la columna f por el vector | ! .

ﬂf[l Oy, sevansn ;'-11“—1] Hl Ell:j+1.'!,
QXao gy QWa 2, veeeua, Wz i~%) BE I“:":'-Il:j+ 1):
Dy Oz, e An(j=t) Bn Qafjs 1} coeeee, B

x, /) del
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Este tipo de sistemas que cumplen r= ¢ == m se llaman *'Sis-
temas de Cramer”, Son siempre “determinados’, como hemos visto
por poseer una dnica solucion.

b} Existe un conjunto de soluciones S gue posee mas de un

elemento. Entonces como Ker (f} # ;0!, dim Ker (f} # 0, y por
tanto

dimIm {f}=n —dim Ker {fl < n

de donde Im (f) # K", luego f no es suprayectiva.

De esto se deduce también que r = 7' < n, Es decir, que de las n filas
de la matriz B, hay n-r que son combinacién lineal de los demas. Esto
supone, puesto que estas filas son |los coeficientes de otras tantas n-r
ecuaciones, que hay también n-r ecuaciones que dependen de las
otras r. Supongamos que estas n-r ecuaciones sean las (ltimas del
sistemna,

yy Xy + @z X2 b+ oty X = By
Gy Xy T 033 X T+ ... : B

lllllll FPEE i pE I At E AN EEEE SAEENES ENEE A NN EE s R ann nbkn rra sl rndd ENE A REN

+
0
(L)
o |
%
o
il

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll Frbkrd pEE

arl K! + ﬂ'.lrz Xg + Fuunns + &rn Xn = ﬁr .
{I[r+1}[ XI + E{F""l}: xl + ------ + {Iir_l_l}n xn et ﬁr.l,l

n-r

Podemos, pues, eliminar estas Ultimas quedando el sistema:

:ﬂll xl + 0y 2 x-z + AL ﬂ}nxn Eﬁi
'&11x1+ﬂ==x1+ ...... +ﬂ:1nxn=ﬁi

Este nuevo sistema es equivalente al inicial, puesto que posee el
mismo conjunto de scluciones que él, pero en éste, sin embargo, se
verifica que el nimero de ecuaciones r es menor que el nimero de

incognitas n2; Por ello su resolucion la estudiaremos en el caso 2 en
que el sistema original cumpler=r' ym < n.



Un sistema de este tipo serd, pues: compatible (por tener solucion) e
indeterminado {por tener varias soluciones).
2} m < n. El sistema sera:

'&11 Xl + LE gk +ﬂln xn=ﬁi

ﬂm1x1+ Argpad +amnxn=ﬁm8
v pueden ocurrir dos casos: que r=r'=m<nyr=r <m<n. En
los dos casos el sistema es compatible indeterminado, ya que:

dimKer({fl=n—=-r+%20

2a) Sea r=r = m < n, Para resolver el sistema, tratemos de
reducirlo a un sistema del tipo Cramer; es decir, un sistema en e| que
la matriz A sea regular (y por tanto, inversible). Para ello pasemos al
segundo miembro 7 = m términos «;; x; en cada una de las ecua-
ciones. Por ejemplo, los n — m Gltimos términos a;; ;. El sistema
queda entonces:

ﬂll Xi + -..u-+ ﬁlm Xm == ﬂl o ‘Il {m + 1]Im+ 1 ™ s4avan '_‘Iln Xn
a'll xl + -..t.-+ ﬂfzm xm — ﬁz _{1’1 *mq.‘l] xl'n + 1 T resans _&:zn x['l
D'rl'l"l.l Xl -+ ""“+{II"I"II'I'I- me :ﬁm '-ﬂ'-'m{m.q.. 15.){'"-,.,_ 1 7 ceeann —{Imn Xn

El sistema dispuesto asi, considerando incognitas {x, ..., X/ €5 ya
un sistema de Cramer, pues en él el rango de la matriz del sistema, de
la matriz ampliada, el numero de ecuaciones y el numero de
incognitas, coinciden. Por lo tanto su solucién es inmediata:

£¥1 n
Ly
ﬂ1ﬂij' {ﬂl-— " Z‘I O 1, xk}
e <=mx Vi1<i<m
X Y )
11 cwnns . ﬂ!m
A= g
K | semmes ':’-'r:nm

v el numerador, el resultado de desarrollar por la columna ;/ el
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determinanté de la matriz Que se obtiene de reemplazar la columna/
de A por el vector columna:

A este caso 2a se asimila el 1b.

2b) Si r=r' < m < n, entonces esto significa que hay m — r filas
de la matriz. ampliada que dependen linealmente de los r primeras.
Supongamos que sean éstas las m — r (itimas filas. Entonces pode-
mos eliminar las m — r ultimas ecuaciones, quedando el sistema:

Cyqg X @y X3 + ... ,+u1nxn=ﬂlz

i Erl xl + Xr2 x’l + """ " + &rn xn = ﬁr)

y este nuevo sistema es equivalente al anterior, pues cumple

r=1+ =n" de ecuaciones< n, que es el caso 2a que va hemos
analizado.

3} m>n, puede ocurrir dos casos, que r=r=n<m vy
r=r<n<m.

Sir=r = n<m, dimker {f] = n — r= 0 sistema compatible deter-
minado,

Sir=r<n<m, dim ker {f} = n — r # 0 = sistema compatible /nde-
terminado, .

Veamos la resolucion en cada uno de estos dos casos:

3a) r=F =n<m En este caso existen en la matriz ampliada,
m —n filas que con combinacion lineal de los n restantes. Si
suponemos como hasta ahora que las m — 7 (ltimas dependen de los
n primeros podemos suprimirlas del sistema quedando:



en este sistema se cumple que el rango de la matriz del mismo, es
igual al de la matriz ampliada, e igual, a su vez, al ndmero de
incognitas y al de ecuaciones. Por consiguiente, es un sistema de
Cramer con solucidn gnica y cuya resclucion ya hemos estudiado.

3b} r=r" < n<m Vamos a tratar de reducirio a un sistema de
Cramer. Como r < m significa que hay m — r filas que dependen
linealmente de las primeras. Eliminemaos, pues, estos m — r filas, con
lo cual el sistema queda:

Gyy X3 @y Xz T . + & n Xn =B,
?21x1+ﬂfz:x:+ ------ +ﬂf:nxn?5:
g Xy ogp Xy e + o Xy = B

tenemos, pues, ahora un sistema en el que se cumple quer=r' =n.’
de filas < n.° de incognitas. La resolucidn de este caso que ya la
hemos estudiado en el aparatado 2a.

Podemos resumir todo lo gue llevamos dicho en el siguiente cuadro:

r # r|' Sistema incompatible

n Determinado
m=n {Cramer)
r=r < m= nindeterminado

..‘
|
%
i
3
|

I}

r=r' = mindeterminado
r= r' Sistema compatible [ m < n _ *
r=r < m indererminado

r=r'" = ndeterminado
m>n *
r=1r < nindeterminado
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12-6 SISTEMAS HOMOGENEOS

Llamamos sistema homogeneo, a aquel en que todos los segundos
miembros son nulos, -

ull xl +|'11-1 xi +"““'"+&1n Xn_o
Xz y Xl'l'ﬂ'gg Xa T .t a2 XH_D
&ml xl +&m: X? + ------ +amnxn20

Puesto que la matriz ampliada u orlada es Ia obtenida anadiendo a la
matriz del sistema la columna de ceros de los sequndos miembros, se
deduce, pues, que r = r' para este tipo de sistema. Podemos decir,
pues, que el sistema homogéneo es siempre “compatible”.

Hallar las soluciones de este sistema, es hallar el nucleo de la
aplicacton lineal f: K™ K" cuya matriz correspondiente es:

Puede ocurrir que r=r"=n con lo que dim Ker(fl=n—n=0, y
por ello Ker (f] = }D[ significando que el sistema es “determinado”,
¥ su Onica solucidn serd la solucion trivial x;, = x; = ...=x, = 0.

La otra alternativa es r= r' < n. En este caso dim Ker {f) = n—r> C.
Por tanto, Ker (f}# } 0} vy el sistema es en este caso “indeterminado”.
Para hallar las soluciones se pasan al segundo miembro n—r
sumandos «,; x; en cada ecuacion, de modo que queden en el primer
miembro s6lo r incognitas v el sistema se resuelve camo hemaos visto
en el caso mas general.

EJEMPLOS:

1) Vamos a intentar resolver el sisterna

2x — y=3/
3x +2y =0
2x + y=1



cuyas matrices seran:

de rangos:

es decir: r = ¢’

Luego e sisterna es incompatible sin ninguna posible solucion.

Los ejemplos siguientes seran siempre compatibles, es decir; r= r'.

2) Seael sistema

4x+2y—z=3
3x +22=0

2xty—z=2

donde sus matrices respectivas son:

42 —1
A=130 2y y B=
31-1

de rangos r =3 y ' = 3, pues el 1Al = 7. Por otra parte, n.” de ecuaciones = n.°

de incognitas.

Luego: ’
r=r = compatible

= determinado {sistema dg Cramer)

!
rer=m=n=23

Es decir, se resuelve directamente

o N
()

W W HhIN O W

M

42-13
30 20
21~=12

I

wt | b

—
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3) Sea el sistema:

2x—3y+2z=1'
Ix+ y- 222
Bx =2y + z=3§

En este sistema:

- oy

2 -3 2 2-3 2 1
A=13 1 -1 v B=I3 1 -1 2

5 -2 1 5-2 1 3

r=rango A =2 r'=rango B =2

Es,pues: re=r <m=n

Estamos, pues, en et caso que hemos estudiado como {1a). Hay entonces m — r
filas de la matriz B que dependen de las  primeras.

m=r=3-2=1

Vemos inmediatamente que la 3.2 fila es suma de las dos primeras. Supri-
miendola, queda:

2x =3y +2z=1
x4+ y—z=72

Este es un sisterna en el que:

12 -3 2 iz =3 21
A"[a 1—] Y E“[a 1 =4 2]

r=rango A=2 r=rangoB=2



r=r =m<n, que es un sistema como los gque hemos estudiado en (2a). Para
resolverlo, basta con pasar una incognita al segundo miembro.

2x =3y =1 =22
3x+ y=2-+2

y ahora esto es un sistema de Cramer, Resolviendo, pues, queda:

(1—22)-3

l 2{1-22)[
2+2z) 1
11z
x= == y=3'~2+-ﬂ _1482
2 -3 2 —d3 11
3 1 3 1

El conjunto de soluciones S sera, pues:

Sﬂs(?ﬂ’ 1+82 z) *”EHt

11 11

Consideremos ahora casos en que m << .

4) Seaa el sistema

2+ y+ z=3_t
X—3y+2:=0

cuyas matrices son:

Tw 309 2 113
A“L —32] ¥ B [1 —320]

derangosr=2y+ =2, siendom =2y n =3, luego:

re= = 2 = compatible
= indeterminado

Como se ha visto en (23}, basta con pasar al segundo miembro una de las
incognitas y el sistema es ahora de Cramer {1a);

2x +z=3—y
x+2z= 3y
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con lo que en funcion de v las soluciones seran:

& " ol % Foy
g .
y 2 g3y 1 3;;, —3 47y

z —
I
2

3 3 3
El conjunto de soluciones S sera:

_ {6 =3y ,, ~3+7y
5_3(3 . 3 ) H‘yEHi

x—
l
1

5) Sea el sistema de 2 ecuaciones con incognitasm =2, n = 3.

2k =3y +z=1
—dx + Gy — 2z = -2

cuyas matrices son
_ 2 =3 1 2 -3 1 1
A= =
[—4 6 —2] Y B [-4 6 —2 —2

en las que se observa que la segunda fila es el producto de la primera por =2

luego:
r=1 vy r=1

Es decir;
r=/r = 1= compatible
= indeterminado
r=r'=1<m=2 < n=23

Este es el caso (26) que hemos estudiado, Para resolverlo suprimimos la
sequnda ecuacion que es combinacion lineal de la primera vy resolvemos como

en el caso {23);
2x— 3y + z2=1
3y—z+1
2

y la solucion se expresara en funcion de dos de los parametros: x =

El conjunto de soluciones de este sisterna S sera:

Jy —z 4+ 1
5=_’(V ; ,VJ) ¥y.z2 < R
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Consideremos ahora casos en que m > n (nUmero de ecuaciones > nlimero de
incognitas),

6} Sea el sistema

2x + y=1
3x —2y=0
Bx = yp=
Cuyas matrices son:
2 1 FERE]
A=13 =2 y B= 13 -2
5 =1 _5 = B

de rangos r =2 que se observa evidentemente y ¢ = 2, pues, 1Bl =0, vy tiene
menores de rango 2 distinto de cero. .

Luego:

r=¢ =2 = compatible
= determinado
Fr=r'=n=2<m=23

Segun hemos estudiado en el caso (3a}, suprimiremos la tercera ecuacion, que es
suma de las das primeras, quedando:

2x+y=1
3x —=2y=0

gue es un sistema de Cramer de soluciones

‘1 1‘ ‘2 1

e R =
2z 1 ~#
3 -2
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7} Sea el sistema de tres ecuaciones {m = 3} y dos incognitas (n = 2)

1—2]}':1
2x — 4y =2
3x—6y=23
Cuyas matrices son:
1 ] 1 —2 1]
A= |2 —4 v B= |2 -4 2
3 —-—E* .3 —6 3]

y al establecer sus rangos, éstos resultan:

Luego:
r=1r = 1= compatible

: i = indeterminado
r=rr=1<n=2<m=3

Para resolverlo suprimiremos las dos ultimas ecuaciones, quedando el sistema
reducido a;

x—2y=1 %
v la solucion en funcion de y sera:
=142y

El conjunto S de soluciones sera:

S= 30142y y) ﬁ;nyFlz

B) Sea el sistema homogeneo:

x=4y+ z=0

2% =3y — z=D‘
—3x+6y—=-2xr=0
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Enel:
I g i) [ 931 0]
A= 1 -4 1 y B= 1 -4 1 0f
-3 6 -2 -3 6 -2 O

r=rango A=3 r =rangoB =3

Se cumple, pues, gue:

es, pues, un sistema compatible y determinado {solucion unica). Como: x =0,
y =0, z = 0 es una solucion, es pues la unica {solucion trivial) y

S =

(0,0,0) 2

9} Consideremos €l sistema homogeneo:

Bx+ By— 4z=0

4x — Sy— 6x2=0 {
—2x -36y-=122=0

Enel:

pri

4 5 -6 4 -5 -6 0]

A= 6 6 —4 v B= 6 6 -4 O

~24 —36 —12 24 ~36 -12 O
r=rango A=2  r =rangoB=2

Se tiene, pues, r = r <. m = n. Es, pues, un sisterna compatible como el que se ha
visto en el caso {1b}. Hay en el m —r=3 — 2= 1 filas de B {o ecuaciones del
sisterna) que son combinacidn lineal de los r = 2 primeros.

Vemos inmediatamente que 1a tercera fila es igual a la primera multiplicada por 4
menos la segunda multiplicada por 3. Eliminandola, pues, queda:

4:—5y—-ﬁz=ﬂ}
6x +6y—4zx=0
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Que es un sisterna en el que:
_F4 <5 -6 " JTa-s-6 o0
A_[E 5-4] B“[ﬁ 6 —4 n]
r=rango A =2 r'=rango B =2

r=r"=m<n Es, pues, ahora un sistema como los que hemos estudiado en
{2a}. Pasando al sequndo miembro n — r = 1 incognitas, tendremos:

4x—5y=ﬁzg
6x + By = 4z

que es ahora un sistema de Cramer. Resolviendo, queda:

6z —5 4 Gzl

x= 142 6l _ 36z+20: _ 28z |6 4d _ 16236z _ 10z
4 -5 24 +30 27 ° 4 -5 54 27
6 6 6 6

Con lo que el conjunto de soluciones del sistema que nos habiamos propuesto

as.

i 282 10z
5-—'3(2?! Z?F.Z') J‘E‘“EEH‘
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